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(Ω,F ,P)
÷Oð·ì�1zñvômñ�2·ñvì�1^ñzð·ì�6uð·ñvì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ(òeñ¯®��ôv÷uø

XA
/oòeñzòeômñ}ú�´�ìwì�÷�5

A
òeñ¯®��ôv÷uø³/oï"5wú!;

ô¯z²µ÷�5¦î õ±öeì�®�24 F Û
XA ⊆ F .

À ù42·ì�í±ìeõ±÷�3 ù·ñ}í
XA
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KA : (Ω,F ,P) →
(
2XA, 22XA

)
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X ⊆ XA
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X ⊆ XA
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p(X) = P(KA = X) = P


 ⋂
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x∈Xc

xc


 ,

�� Rü.�mý	�
�����������.ý��âÜ�ý	��ý��}ý��uý������ Û

pX = P(X ⊆ KA) = P


 ⋂

x∈X
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pX = P(KA ⊆ X) = P


 ⋂

x∈Xc
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u(X) = 1 − p(Xc) = P(KA 6= Xc) = P
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uX = 1 − pXc

= P(KA 6⊆ Xc) = P


 ⋃

x∈X
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uX = 1 − pXc = P(Xc 6⊆ KA) = P


 ⋃

x∈Xc

xc


 .
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X, Y ⊆ XA
2Eîmïvð·ñzïmì�2·ñ�úuôvð4 Û

|X| = |Y | =⇒ P


 ⋂

x∈X

x


 = P
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x∈Y

x


 . (1)
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qý�<ü��������*)��������������� ¶�À�6·ì}ïv÷jí�ð·ñ�/�6·ômñ�ïvòeì
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4�ì�òeñ¯®��ôv÷oúÃ2Eîmïvð·ñzïmì�2·ñ�úuôvð4 Û

P(x) = p, x ∈ XA.+�ì}øuòeôvïv÷·ômìeõ�>vð·ñ�/Eù·ñ�ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷48 íEõuúõ�8�®�z²
x, y ∈ XA

P(x) = P




⋂

x∈{x}
x


 = P




⋂

y∈{y}
y


 = P(y),

ôRî.1Ã1oî.1 |{x}| = |{y}| = 1
¶

 !��
qý��������.ý,�#�-����
�
qý�<ü��������*)
p. ������������')�� ¶ö»�ñzò�1zñmõ�>¯1�7�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4�ìò�õ47|;6Eîmøuð4�ì�òeñ¯®��ôv÷oú½2Eîmïvð·ñzïmì�2·ñ�úuôvð4�/Eô�¶ ì�¶EðEîmòeô"7·ùEî.8 ô7ò�ð·ì�1^ñzø�ñ}í�÷uðEî.1^ñzïmñzøÐïmì�2·ñ}úuô";

ð·ñzòeô¯>¯8
p
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p
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KA
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø�®.7�í±ì�3 ÷uð·ñzöSí�î�÷uòC;

ù·ñmõ�>"5}ñzïzîRô¯>�®vñmõEìwì"ù·ñmõ±ð·ñvì"ñ¯®vñ.5�ðEî�6·ì}ðu÷·ì Û KA = K(A, p)
¶

ú�û|ü�ý�þ!ýCÿ4ý����.ý0�	�����'���%�ý$���$�1�2%�ý.ü��&������'�(�34����
�
qý�<ü��������*)5�������������� ¶�6�ì�2·ñ�úuô�;
ð·ñzòeô¯>

p
ðEî�5�ºïzîRìwôvòTú���� � ��'�mý����������mý	�
�����������(ÿ'7 òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø³¶

8 òwù·ñmõ�>"5�7vúñ¯®vñ.5�ðEî�6·ì}ðu÷oú7íEõuúµðEî�í�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}øµù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷uø

pX = P(X ⊆ KA) = P


 ⋂

x∈X

x


 , X ∈ 2XA,

òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷·ì:9<;�=C/mñzù42·ì�í±ìeõuú�8a´�ìwì)òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4�ì
p
;Mòeñ¯®��ôv÷oúø/zù·ì�2·ì}ùu÷uò�ºïzîRìwôvòTú�ï

ò�õEì�í�7!8a´�ì�3 ïv÷jí±ì
|X| = |Y | =⇒ pX = pY . (1′)>�òwð·ñ�/©6·ômñ¸íEõuú òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø ïmì�2·ñ}úuôvð·ñzòeôv÷

pX
/z1oî.1 9O7·ð414±u÷u÷

3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï
X
òeñ¯®��ôv÷uø³/�5 îmïv÷uòTúuô)ômñmõ�>¯1zñ�ñvôO33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷ |X| ówôv÷<²µ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï4¶$?�7�í±ì�3÷uð·ñzöSí�î�ñ¯®vñ.5�ðEî�6EîRô¯>

Xa ⊆ XA
ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ"òeñ¯®��ôv÷uø'33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

a = |Xa|
/m÷uðEî�;

6·ì�öeñzïmñ�2zúø/
a
;Mù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ�òeñ¯®��ôv÷uø³¶�À ù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø

ù·ñ.5�ïmñmõuúuìwô�ïvïmì}òeôv÷�ò�õEì�í�7!8a´¦÷·ì�ñ¯®vñ.5�ðEî�6·ì}ðu÷oú7íEõuúµðEî�í�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø

p(|X|) = pX ,

öSí±ì |X| ∈ {0, . . . , A} /41^ñzöSí�î X ∈ 2XA
¶A@�î.1u÷�3 ñ¯®�2Eî�5}ñ|3t/

p(a) = P(Xa ⊆ KA)

B ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>(ômñzöeñ�/�6·ômñ+ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìµ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ
KA

òeñ}í±ì�2�°.÷·ô.ð·ì�1^ñvômñ�2·ñvì�ù·ñwí4;
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ

Xa
33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

a
¶�8 ðEî�6·ì�öeñzïmñ�2vúø/

p(a)
B ówômñ�9O7·ð414±u÷oúµ±·ìeõEñ�6u÷uò�õEì}ðuð·ñzöeñ

î.2uö�7433ì}ð·ôRî
a ∈ {0, . . . , A} B 5�ðEî�6·ì}ðu÷uø 33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷ |KA|

ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî
òeñ¯®��ôv÷uø

KA
/�1zñvômñ�2�7!8Ó3u%®.7�í±ì�3 ðEî�5�ºïzîRô¯>à#×��C*��������������� Rü.�mý	�
�����������(ÿ'7h¶

 !��
qý��������.ý,�D
!��E����'������ºý,%�ý.ü��&������'����,����
�
qý�<ü��������*)
p . ������������F��ýG%���H¯ü$�I� .���J��� ¶�@�î.1ß1oî.1ðEî"®vñ�2ðEî�í�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø {pX , X ⊆ XA}
ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwô�2Eîmòwù42·ì�í±ì�;

õEì}ðu÷·ìOò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî!/�ômñâ2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ìOò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñâ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî
KAòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTú ðEî"®vñ�2·ñ|3 ÷�5

(A + 1)
;\ñzø�33ñ�´¦ð·ñzòeôvð·ñzø

ðEî�í�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷ Û
{p(0), p(1), . . . , p(A)}.@3î.1ß1oî.1à77õ�8�®�z²µò�õ47!6Eîmøuð4z²Ã3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï.òeñ¯®��ôv÷uø

X ⊆ Y =⇒ pX ≥ pY ,



�q�0�<��ãeä��	å � �
ômñà33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4�ì�ðEî�í�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷

p(a)
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø B ówômñ+ð·ì�ïmñ.5�;

2EîmòeôRî.8a´¦÷·ìÂ9O7·ð414±u÷u÷¶î.2uö�7433ì}ð·ôRî
a Û

p(0) ≥ p(1) ≥ . . . ≥ p(A).

ú�û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý����.ýLK,�D
!��E����'���3M�Cÿ������������ONP�Q
����&R�ý1���%1�S������������,�'ý�ý'ü$�I�.û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý .���.ý&� ¶UTâ��C�������(ÿâ�KþEû��! "�����$VC��#�����& ý���'�" ½��� ��� ��4�
KA

ù·ñ}í
XA

B ówômñÃ±·ìeõEñ";
6u÷uò�õEì}ðuðEî úµò�õ47!6EîmøuðEî úµïmìeõ±÷46u÷uðEî

|KA| : (Ω,F ,P) →
(
{0, . . . , A}, 2{0,...,A}) ,

ò�1^ñzð·ì�6uð4h3¾3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|3 5�ðEî�6·ì}ðu÷uø {0, . . . , A} ¶�W© .��Ü.��ý�ümý`þ�ý�����ý¼#×��C��������� |KA|ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTú�ò�õ47!6Eîmøuð4h3:3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|3 òeñ¯®��ôv÷uø
KA Û

πA(a) = P(|KA| = a) = P
(
KA ∈ Ca

XA

)
=

∑

X∈Ca
XA

p(X), a ∈ {0, . . . , A},

öSí±ì
Ca

XA
= {X ⊆ XA : |X| = a}

B ô î.1.ðEî�5�ºïzîRì�3uºø
a
;Mò�õEñzø�2Eîmïvð·ñ|33ñ�´¦ð4z²�ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï4/zòeñzòeômñ�ú�´¦÷<²�÷�5

a
òeñ¯®�z;

ôv÷uø 1 ¶
ú�û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý����.ýX�'Y*�	�Cÿ�������� . ü$��%$����%�ý.ü��&������ºý��Cÿ������������ºýL�������������� ¶[Zzñzïmñ�2zúuô�/�6·ômñò�õ47!6Eîmøuð·ñvì}3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ�òeñ¯®��ôv÷uø

KA
ù·ñ}í

XA
÷�33ìwìwôµ�Kþ���������� �! ¯�����"�vý	�
��������Rýt2EîmòC;

ù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�ïvòTú�1u÷uøÃ2Eî�5|/�1zñzöSí�î(ñzð·ñ.ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòSúÃ2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 òwïmñvì}øÃ33ñ�´×;
ð·ñzòeôv÷

πA(a) = P(|KA| = a), a ∈ {0, . . . , A},
÷uðEî�6·ì�öeñzïmñ�2zúø/ö2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø:33ì�°�í�7

a
;Mò�õEñ�ú�3&÷ ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï

òeñ¯®��ôv÷uø Û
πA(a) = P

(
KA ∈ Ca

XA

)
, a = 0, . . . , A,

÷ù42·ì�í�ù·ñmõEñ�°¦ì}ðu÷·ì�3t/�6·ômñ]\�ïvð�7oô¯2u÷�\�1oî�°�í±ñzöeñ
a
;Mò�õEñ�ú

Ca
XA

ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî(ðEîmòeô"7|;
ùEî.8a´¦÷<²�òeñ¯®��ôv÷uøÃ2Eîmïvð·ñzïmì�2·ñ�úuôvð4 Û

P
(
KA = X | KA ∈ Ca

XA

)
=





1
Ca

A
, X ∈ Ca

XA

/

0,
÷uðEî�6·ì�¶

^ ý�
�
_�X� ¶a` þEû��! "�����mýa#�����& ý���'�"�*��� ��� ����¾��#�ýwý� ����#a#�ý�O�?�������Rýz�� .��Ü.��ý��
ümý`þ�ý�����ý=�"�$�Ab����à�� ��Icdb|�$VTü" ý1V$�O�� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý�����ýµ�Kþ���������� �� ¯�����.�mý	�
���������e
1 f f	�FXF[�oFiTpCZ�_Fiwvx[TVY\	ysfFmFVYisVY\	iTlFr
XF[�XF� a

VYikjk`<\	XFg�mF_$f	�H`<ysfPg!\kV l
a hji L	kmlon$Lqp×EHJsr³G	Mtl�N$�
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w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%(� ñ�6·ì}ïv÷jí�ð·ñ�ò�õEì�í�7zìwô�÷�5�ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oúQ;�z ¶'+�ì}øuòeôvïv÷·ômìeõ�>vð·ñ�/jï�òw÷<;
õ47Oówômñzöeñ�ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oúµò�õEñzøuð·ñ";	2Eîmïvð·ñzïmì�2·ñ�úuôvð·ñvì×2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�÷�33ìwìwô�ïv÷jí Û

p(X) = P(KA = X) = P
(
KA = X | X ∈ C

|X|
XA

)
P
(
KA ∈ C

|X|
XA

)
=

=
πA(|X|)
C

|X|
A

, X ∈ 2XA.

ë�ñ ówômñ�ù·ñzù42·ñzòeô"7 ñ.5�ðEî�6EîRìwô�/¼6·ômñ¨íEõuú õ�8�®�z²
a
;Mù·ñwí
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï�òeñ¯®��ôv÷uø

Xa, Ya
/

ù42u÷uðEî�íEõEì�°(î.´¦÷<²
a
;Mò�õEñ�8

Ca
XA

/

p(Xa) = P(KA = Xa) =
πA(a)

Ca
A

= P(KA = Ya) = p(Ya),

B ðEîmòeô"7·ùoõEì}ðu÷·ì�2Eîmïvð·ñ|33ñ�´¦ð4z²¶ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïOòeñ¯®��ôv÷uøâ2Eîmïvð·ñzïmì�2·ñ}úuôzð·ñ�¶*6 òw÷oõ47
ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oúF; ôRî.1zñvì"ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìÂ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ�÷�33ìwìwô�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñvì×2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì�;
ðu÷·ì�¶A@�î.1u÷�3 ñ¯®�2Eî�5}ñ|3t/·ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú4;"÷{;�z·ó�1uïv÷uïzî õEì}ð·ôvð4�/�î�ômì�2�3&÷uð4Í����#a#�ý���
�?�������Rý�÷ �Kþ���������� �! ¯�����"�vý	�
��������Rý�ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ òeñ¯®��ôv÷uø ð·ìâ®vñmõEìwì�/
6·ì�3 òw÷uð·ñzðu÷�3u�¶�|"ì�3¼3$î};�í±ñ�1oî�5 îmðEî!¶
^ ý�
�
_�,K{�#�Wü$�I�.û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý������')F%�ý.ü��&������'���ý��,����
�
qý�<ü��������ONP�]�Cÿ������'�����ONP�~
���� .R�ý1���%1�:�������������� ¶�`ö��#a#�ý�O�?�������Rýµ�KþEû��! "�����mý×#�����& ý���'�"�

KA
Ü���ü

XA
��#�ýwý�

�Kþ�ý�ü û'7�C���ý(�� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý��������mý	�
�����������.ý��áÜ�ý	��ý��}ý��uý������á��� ��� ���� Û
p(X) = P


 ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc


 =

1

C
|X|
A

πA(|X|), (©)

�� Rü.�mý	�
�����������.ý��âÜ�ý	��ý��}ý��uý������á��� ��� ����y�

pX = P


 ⋂

x∈X

x


 =

1

C
|X|
A

EC
|X|
|KA|, (4)

Ü���ü.�mý	�
�����������.ý��âÜ�ý	��ý��}ý��uý������á��� ��� ����y�

pX = P


 ⋂

x∈Xc

xc


 =

1

C
|X|
A

EC
|Xc|
|Kc

A|, (5)

 '� $b.& ý=�Kþ�ý�ü û'7�C���ý(�! .��Ü.��ý�ümý`þ�ý��������mý	�
�����������.ý��â� ��ç ý�ü�����ý���������� ��� ���� Û
u(X) = P


 ⋃

x∈X

x
⋃

x∈Xc

xc


 = 1 − 1

C
|Xc|
A

πA(|Xc|), (©©)

�� Rü.�mý	�
�����������.ý���� ��ç ý�ü�����ý���������� ��� ����y�

uX = P


 ⋃

x∈X

x


 = 1 − 1

C
|Xc|
A

EC
|X|
|Kc

A|, (44)



�q�0�<��ãeä��	å ���
Ü���ü.�mý	�
�����������.ý���� ��ç ý�ü�����ý���������� ��� ����y�

uX = P


 ⋃

x∈Xc

xc


 = 1 − 1

C
|Xc|
A

EC
|Xc|
|KA|, (55)

VTümý
X ∈ 2XA

c
Kc

A = XA\KA � ü"��Ü��Gþ���ý�����ýa�KþEû��! "������V$�O#�����& ý���'�" Â��� ��� ����
KA

cz |Kc
A| = A− |KA|

e
w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%�� ¶'��ôvïmì�2�°�í±ì}ðu÷·ì�9 © =&í±ñ�1oî�5 îmð·ñ(ï�õEì�3¼33ìM�!¶4À òeôRî õ�>vð4�ìO7oôvïmì�2<;

°�í±ì}ðu÷oúí±ñ�1oî�5�ºïzî.8)ôzòSú¶îmðEî õEñzöw÷46uð·ñ�¶

è 6 è � <�;�í�����ëuù�ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï�ð$;d�o;âòxó�ô©ïöõ�÷�ð$;d�o;áìÂð$;a� í
ò³î3B
õáò�;�=øñ*îöë�÷
ðöõ��$;_�}ìÂð$;a� í
ò³î3BA;%ò ;�=øñ*îöë�÷

Þ�îmòwò�33ñvô¯2u÷�3 ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôvð·ñvì�ù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvïmñ
(Ω,F ,P)

÷ñzù42·ì�í±ìeõ±÷�3 ù·ñ}íâ3&ð·ñ�°¦ì�;
òeôvïmñ|3 òeñ¯®��ôv÷uø

XA ⊆ F ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìµ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ

K(A, p) : (Ω,F ,P) →
(
2XA, 22XA

)

òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²
p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø³¶

��î.1 ÷¨õ�8�®vñvì.ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìÁ33ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñÐòeñ¯®��ôv÷uø³/Añzù42·ì�í±ìeõEì}ðuð·ñvì�ù·ñ}í
XA

/?òw÷�3 ;
33ìwô¯2u÷46uð·ñvì�ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìa3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ

KA p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø.ù·ñ�2·ñ�°�í�îRìwô�ù·ñ}í�1oî�°�í?h3�ù·ñ}í4;

3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|3
X ⊆ XA

ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìµ3&ð·ñ�°�ì}òeôvïmñ

KX = KA ∩X
� 2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 Û

P (KX = Y ) = P (KA ∩X = Y ) =
∑

Z∩X=Y

P(KA = Z), Y ⊆ X,

÷�òeñvñvôvïmìwôvòeôvï"7!8a´¦÷�3:2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

πX(i) = P(|KX | = i), i = 0, . . . , |X|.
ú�û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý����.ý��Rû|ü���ý�x��O��������
�
qý�<ü��������ONP���Cÿ������������ONP�M
����&R�ý1���%1���������������� ¶(+"õuú

õ�8�®vñzöeñ
a
;Mù·ñ}í
3&ð·ñ�°�ì}òeôvïzî

Xa ⊆ XA
ñ¯®vñ.5�ðEî�6u÷�3

K(a, p) B ôRî.1.ðEî�5�ºïzîRì�3º7!8 Ü.�
���
ý�b'���A7

K(A, p)
�� 'Ü���ü�#�����& ý���'�"�

Xa ⊆ XA Û
K(a, p) = K(A, p) ∩Xa.>�òwð·ñ�/46·ômñ¾Ü.�
�Rý�b'�����

K(a, p) : (Ω,F ,P) →
(
2Xa, 22Xa

)

B ówômñ ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì:33ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²
p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø³/�ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðuð·ñvì ù·ñ}í

Xa
/�÷ ì}öeñ 2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì¸ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTú ÷uòR²^ñ}í�ð4h3 ò�õ47!6Eîmøuð4h3 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|3

K(A, p)
¶
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è 6�� � ;_�}ìÂð$;U� í
ò³î3B
õ%ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï�ð�ñS�
p � ò ;�=øñ*îöë�÷

À�1oî�5�ºïzîRìwôvòTúø/!6·ômñ(íEõuúµòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñzöeñ.ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñÁ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî(òwù42Eîmïmì�íEõ±÷uïzî
^ ý�
�
_�L���#�àü$�I�.û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý������')�
!��E����'����'û|ü���ý�x��O���L����
�
qý�<ü��������ONP���Cÿ������������ONP�


����&R�ý1���%1�}�������������� ¶a�(�
�Rý�b'�����:����#a#�ý�O�?�������$V$�¾�KþEû��! "�����$V$�ß#�����& ý���'�" ½�� 
�� ¯�����$#×��C�� � ý�Ü���ü�#�����& ý���'�" ×��#�ý�7hÍ��ü����� $b|�"� � ý¼�� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý�������#×��C���������4¶
w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%(� ¶d6 9 ñ�2�3º7 õ±÷42·ñzï¯1^ìÐõEì�3¼3u 2·ì�64>Ä÷jí±ìwô¸ñÄù42·ñvì�14±u÷oú�²

KA
ðEî

a
;Mù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

Xa
/·ô�¶ ì�¶·ñ.ò�õ47!6Eîmøuð4z²Ã3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�²�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø

Ka = KA ∩Xa,

1oî�°�í±ñvìº÷�5t1^ñvômñ�24z²¦ñzù42·ì�í±ìeõEì}ð·ñ ù·ñ}í�ð·ì�1u÷�3½9�÷41jòw÷42·ñzïzîmðuð4h3
a
;Mù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|3

Xa ⊆ XA
ïvòTú�1u÷uø�2Eî�5|/³1^ñzöSí�îù·ñ}í
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Ka
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pX = p|X|, pY = p|Y |B ðEî�í�ïmì�2·ñ}úuôvð·ñzòeôv÷ úEïRõuú�8 ôvòSú%9O7·ð414±u÷oú�3&÷ 33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷%3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï4/ºî-ð·ì ò}î¯3&÷<²
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï4¶!��õEì�í±ñzïzîRômìeõ�>vð·ñ�/A÷¨ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ

Ka
/�÷¨ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì�3&ð·ñ�°¦ì�;

òeôvïmñ
K ′

a

ñzù42·ì�í±ìeõuú�8 ôvòTú ì�´�ì�÷ ðEî"®vñ�2Eî¯3&÷ ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø³/h1zñvômñ�24�ìÄòwïRú!5 îmð4 ò
ðEî�í�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô}ú�3&÷ß9 ñ�2�3º7 õ�î¯3&÷�ñ¯®�2Eî.´�ì}ðu÷oú]¡£¢�®z÷�7^ò}î Û

p(X) =
∑
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∑

Y ⊆Z

(−1)|Z|−|Y |p′Z , Y ⊆ Ya.
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∑
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p′a(i) = p′(Yi) =
∑
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∑
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�����������µ��#���¶
^ ý�
�
_�Q©oY"�#�F)I�|ü$��x�"ý.ü'��������.ý1��xv��
½��%��������%�ý£����
�
qý�<ü��������*)4�Cÿ������������*)0
���� .R�ý1���%}�������������� ¶�` þEû��! "�����mýà#�����& ý���'�"����� ��� ����

KA
Ü���ü

XA
��#�ýwý� ����#��

#�ý�O�?�������Rýø�! .��Ü.��ý�ümý`þ�ý�����ý}�"�$�Ab������! ��Ic[b|�$VTü" z�� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý�����ý�ý1V$�a�mý	�
������������ý��
p(X) = P(KA = X)
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¦u§ ’2003 ¨©�sª.«?�T�<�0ª�¬" �¤
�¯ ¯�������� ��GþEÿ'b|�'�� #×��C��������� |X| c© '��ý×�� �R �#�� ¹ Ü���ü�#�����& ý���'�

X ⊆ XA Û
p(X) = p(|X|), X ⊆ XA.

w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%(� ò�õEì�í�7zìwô¨÷�5ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú ÷-ñzòwð·ñzïvð4z² òwïmñzøuòeôvï¨òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46<;
ð4z²µòeñ¯®��ôv÷uø{9bõEì�3¼3u°�(÷ +�=C¶
+"õuúÐ33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²W2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uøÄòwù42Eîmïmì�íEõ±÷uïmñ�í±ñzïmñmõ�>vð·ñ¶ñ¯®�(6uð·ñvì�/�ð·ñ¨ù·ñ";

õEì�5�ð·ñvì
¾ �%�ý.ü(Raþ!ý����.ýG�#�5%I�©û&��x�ÿ����»xv��
!�����$���O���~
!��E¿�I�'������*)Çü$�I�.û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý�������� ¶dÀt�Kþ��

f ′(a)
�
f ′′(a) � ü.�" ½#×��C��������� �º¹ �� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý������ ��ü����$V$�â����Ü�ý	��ý������Kþ�ý���� �º¹

���Ü��"�&cz���� ¹ � � ÜEû'bRþ� ��{b��C# � ���� ������
f(a) = αf ′(a) + (1 − α)f ′′(a)

� $b.& ýh�?�wþ���ý���$�7þ�ý1VF�����#�� � # #×��C��������� � # �� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý�����ýs# ��$V$��& ýO����
Ü� "¶
w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%(� ¶v+�ñ�1oî�°¦ì�3�7oôvïmì�2�°�í±ì}ðu÷·ì&íEõuúµ33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²"ïmì�2·ñ}úuôzð·ñzòeômì}ø ñ¯®¯¿x;

ì�í�÷uð·ì}ðu÷uø

u(a) = P


 ⋃

x∈Xa

x


 , a = 0, . . . , A.

»a7^òeô¯>
u′(a)

÷
u′′(a)

B í�ïzî�ù42·ñz÷�5�ïmñmõ�>vð4z²à33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú7ïmì�2·ñ�úuôvð·ñ";
òeômì}øñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷oúø/·ômñzöSí�î(÷<²µï¯ºù�7!1oõ�î úÃ1^ñ|3ö®z÷uðEî.±u÷oú

u(a) = αu′(a) + (1 − α)u′′(a) (∗)
úEïRõuúuìwôvòTú(õEì}öw÷·ôv÷�3&ð4h3W33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3Ç2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø.ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì�;
ðu÷oúø¶
»�2·ñ�´�ì7ïvòeì}öeñÃ7�®vì�í�÷·ô¯>vòTú-ïµõEì}öw÷·ôv÷�3&ð·ñzòeôv÷Ð33ñ�´¦ð·ñzòeôvð·ñzöeñá2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oúÄïmì�;

2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}øµðEîmòeô"7·ùoõEì}ðu÷oú

pA(a) = P


 ⋂

x∈Xa

x
⋂

x∈Xc
a

xc


 , a = 0, . . . , A,

ù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7Oñzðu÷7í±ñmõ4°.ð4 7�í±ñzïRõEìwôvïmñ�2zúuô¯>.ù42·ñzòeômñ|3º7�7^ò�õEñzïv÷48 ð·ñ�2�3&÷42·ñzï¯1u÷

A∑

a=0

Ca
ApA(a) = 1.

µAî¯33ìwôv÷�3t/�6·ômñ(ï¯ºù�7!1oõ�î úà1^ñ|3ö®z÷uðEî.±u÷oúF9 ∗ =©33ñ�°¦ìwô=®��ô¯>µ5 îmùu÷uò}îmðEî�ï�ó�1uïv÷uïzî õEì}ð·ô�;ð·ñ|3 ïv÷jí±ì
1 − u(a) = α(1 − u′(a)) + (1 − α)(1 − u′′(a)). (∗∗)



�q�0�<��ãeä��	å ¨�æ
8a5Â9 ñ�2�3º7 õµñ¯®�2Eî.´�ì}ðu÷oú-¡£¢�®z÷�7^ò}î�íEõuú¾33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}øµù·ñmõ47!6EîRì�3

pA(a) =
∑

A−a≤i≤A

(−1)i−A+aCA−i
a (α(1 − u′(a)) + (1 − α)(1 − u′′(a))) =

= αp′A(a) + (1 − α)p′′A(a).
À�ôvò�8¬í�î7úEòwð·ñ�/x6·ômñOíEõuú¨õ�8�®�z²¨õEì}öw÷·ôv÷�3&ð4z²

p′A(a)
÷
p′′A(a)

33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4�ì.ïmì�2·ñ";
úuôvð·ñzòeôv÷

pA(a)
ô î.1�°¦ì�õEì}öw÷·ôv÷�3&ð4�/Eù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7

0 ≤ pA(a) ≤ 1
÷

A∑

a=0

Ca
ApA(a) = α

A∑

a=0

Ca
Ap

′
A(a) + (1 − α)

A∑

a=0

Ca
Ap

′′
A(a) = 1.

��ôvïmì�2�°�í±ì}ðu÷·ì�í±ñ�1oî�5 îmð·ñ�¶
è 6jÁ Âtí��ºô	<�<
íxðöîöð�ñ�íWò�BA;©÷¼ò³î3B
õ

ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï�ð©ñS�%òxó�ô©ïöõ�÷�ð�ñS� ò ;�=øñ*îöë�÷
»a7^òeô¯> ù·ñ}í

XA
5 î�í�îmð·ñ òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñvì�ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìÇ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ0òeñ¯®��ôv÷uø

KA
ò

2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

πA(a) = P(|KA| = a), a = 0, . . . , A,

1^ñvômñ�2·ñvì"ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwô�ðEî
a
;Mù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�²

Xa ⊆ XA
òwïmñz÷ù42·ñvì�14±u÷u÷

Ka = KA ∩Xa, a = 0, . . . , A,

ò�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú?33÷Ã33ñ�´¦ð·ñzòeômì}ø

πa(m) = P(|Ka| = m), m = 0, . . . , a.

µAî¯33ìwôv÷�3t/�6·ômñ(òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñvì ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ(òeñ¯®��ôv÷uø
KA

33ñ�°.ð·ñ�ñzù42·ì�;
í±ìeõ±÷·ô¯>.ù·ñ}í

XA
õ�8�®�h3 ÷�5�ô¯2·ì�²Ã2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uøÃ33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø Û

{u(a), a = 0, . . . , A}, {p(a), a = 0, . . . , A}, {pA(a), a = 0, . . . , A},
1^ñvômñ�24�ì ï¯(2Eî�°(î.8 ôvòTú.í?2�7·öa6·ì�2·ì�5 í?2�7·ö�îÂ9 ñ�2�3º7�õ�î¯3&÷+ñ¯®�2Eî.´�ì}ðu÷oú,¡£¢�®z÷�7^ò}î�9qò�3t¶
2Eî�5eí±ìeõ]¤O¤�=C¶A� ówôv÷�3Ð2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú�3�33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø 33ñ�°.ð·ñ¦í±ñ¯®^î�;
ïv÷·ô¯>�÷�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

KA
/�òwïRú45 îmðuð·ñvì�/�ðEîmù42u÷�33ì�2³/Aò�33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3&÷

ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô}ú�3&÷
pA(a)

ù42·ñzòeô¯h3&÷µòeñvñvôvð·ñ�¸¦ì}ðu÷oú�3&÷ Û
πA(a) = Ca

ApA(a), a = 0, . . . , A,

8a5}ñ¯®�2Eî�5�÷�3 òeì�33ì}øuòeôvïmñ�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uøÃ33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷
{πa(m), m = 0, . . . , a}, a = 0, . . . , A,
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ïvòeì�²�ù42·ñvì�14±u÷uø

Ka
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñzöeñ�ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ=3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òeñ¯®��ôv÷uø

KA
ï�ïv÷jí±ì

3$îRô¯2u÷4±4 2Eî�5�33ì�2·ñ|3
(A+ 1) × (A+ 1) Û




π0(0) − − − − − −
π1(0) π1(1) − − − − −
π2(0) π2(1) π2(2) − − − −
. . . . . . . . . . . . − − −
πa(0) πa(1) . . . . . . πa(a) − −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . −
πA(0) πA(1) . . . . . . πA(a) . . . πA(A)




,

ï
a
;Mòeô¯2·ñ�1^ì×1^ñvômñ�2·ñzøß2Eîmòwù·ñmõEñ�°�ì}ð·ñ'2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì×33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

a
;Møù42·ñvì�14±u÷u÷

Ka
¶

ë�îmù·ñ|3&ðu÷�3t/46·ômñ(íEõuú
a = 0, . . . , A

πa(0) = 1 − u(a), πa(a) = p(a),

π0(0) = 1 − u(0) = p(0) = 1

π1(0) = 1 − u(1) = 1 − p, π1(1) = p(1) = p.@3î.1u÷�3 ñ¯®�2Eî�5}ñ|3t/�ï¨òw÷oõ47Äò}î¯3uz²Äñ¯®�´¦÷<²-ù·ñmõEñ�°�ì}ðu÷uø ñ½5 î�í�îmðu÷u÷�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú
ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñµ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî"òeñ¯®��ôv÷uø]9Iñzòwð·ñzïzîmðuð4z²�ðEî×9 ñ�2�3º7 õ�î�²�ñ¯®�2Eî.´�ì}ðu÷oú ¡£¢�®z÷<;
7^ò}î'=q2Eîmòwò�3$îRô¯2u÷uïzîRì�3$î ú*3$îRô¯2u÷4±Eî�33ñ�°�ìwôO®��ô¯> ù·ñmõ±ð·ñzòeô¯>¯82\�ïmñzòwòeôRîmð·ñzïRõEì}ðEîA\&õ±÷!®vñ
ù·ñ+ð�7�õEì}ïmñ|3º7òeômñmõ�®�±�7º9qù·ñ'2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷48 33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²µïmì�2·ñ}úEôvð·ñzòeômì}øñ¯®¯¿?ì�í�÷<;
ð·ì}ðu÷uø

u(a)
= Û 



1 − − − − − −
1 − p p − − − − −

1 − u(2) . . . . . . − − − −
. . . . . . . . . . . . − − −

1 − u(a) . . . . . . . . . . . . − −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . −

1 − u(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . .




,

õ±÷!®vñ-ù·ñ-öTõ�îmïvð·ñzø í�÷EîmöeñzðEî õ±÷29qù·ñ�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷48 33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z² ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø
ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷uø

p(a)
= Û



1 − − − − − −
1 − p p − − − − −
. . . . . . p(2) − − − −
. . . . . . . . . . . . − − −
. . . . . . . . . . . . p(a) − −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . p(A)




,



�q�0�<��ãeä��	å ¨ �
õ±÷!®vñ.ù·ñ.ðu÷�°.ð·ì}øµòeô¯2·ñ�1^ì}9qù·ñ'2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷48 33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

πA(a)
= Û




1 − − − − − −
1 − p p − − − − −
. . . . . . . . . − − − −
. . . . . . . . . . . . − − −
. . . . . . . . . . . . . . . − −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . −
πA(0) πA(1) πA(2) . . . πA(a) . . . πA(A)




.

Ã�ñvô}úµñ¯®�2Eî.´�ì}ðu÷·ì:¡£¢�®z÷�7^ò}î B ówômñ*7·ðu÷uïmì�2uò}î õ�>vð4ºøÃ33ìwômñ}í /Eù·ñ.5�ïmñmõuú�8a´¦÷uøï¯z;
2Eî�5�÷·ô¯>�ñ}í�ðu÷ß33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4�ì�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oúòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñzöeñ(ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ�3&ð·ñ�°¦ì�;
òeôvïzî.òeñ¯®��ôv÷uø½6·ì�2·ì�5"í?2�7·öw÷·ì�/uíEõuú¾®vñmõEìwì�í±ìwôRî õ�>vð·ñzöeñ7ù42·ì�í�òeôRîmïRõEì}ðu÷oúÐñ+ômñ|3t/?1oî.1
2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú 33ñ�´¦ð·ñzòeôvì}ø ù42·ñvì�14±u÷uø

Ka
2·ì�1�7!242·ì}ð·ôvð·ñ òwïRú!5 îmð4 òá2Eîmòwù42·ì�í±ì�;

õEì}ðu÷·ì�3 ò}î¯33ñzöeñ òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñzöeñ ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî
KA

/&÷uð·ñzöKí�î ù·ñmõEì�5�ð4
ð·ì�1^ñvômñ�24�ì=6Eîmòeôvð4�ì*2·ì�1�7!242·ì}ð·ôvð4�ì=9 ñ�2�3º7 õ��/�ò�õEì�í�7!8a´¦÷·ì�/�2Eî�5�7433ìwìwôvòTúø/E÷�5¦ñ¯®";
´�ì}öeñ"ñ¯®�2Eî.´�ì}ðu÷oú ¡£¢�®z÷�7^ò}î!¶<» ñwí±ñ¯®zð4�ì�ù·ñmõEì�5�ð4�ìa2·ì�1�7!2uòw÷u÷.ù42u÷uïmì�í±ì}ð4 ï"ômì�²uðu÷<;
6·ì}ò�1^ñ|3Ð2Eî�5eí±ìeõEì ® ¶·Ä!¶

è 6�Å ÆÂõöò³îöð�ñ�í¸<
í��ºô	<�<
í�îöð�ñ�í»Ç);	<xìOô?ótñ
�¼ózù%ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï©ð�ñS�%ò ;�=øñ*îöë�÷

»�ñzù4�ôRîRì�3&òTúß2·ì�1�7!242·ì}ð·ôvð·ñ+ï¯(2Eî�5�÷·ô¯>'2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oúÃ33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

πa(m) = P(|Ka| = m), m ∈ {0, . . . , a},
ù42·ñvì�14±u÷uø

Ka = K(a, p), a ∈ {0, . . . , A} 6·ì�2·ì�5=33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4�ì�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷�ñ¯®¯¿x;ì�í�÷uð·ì}ðu÷uø Û

u(a) = P


 ⋃

x∈Xa

x


 = P (Ka 6⊆ Xc

a) , a ∈ {0, . . . , A},

î�ôRî.1�°�ì=6·ì�2·ì�5µ33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4�ì�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷µù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷uø Û

p(a) = P


 ⋂

x∈Xa

x


 = P (Xa ⊆ Ka) , a ∈ {0, . . . , A}.

ë�î�6uð·ì�3 ò�í�ï"7|²�÷�5�ïmì}òeôvð4z²�ðEî"®mõ�8¬í±ì}ðu÷uø³¶y6�ñ";Mù·ì�2uï¯z²³/

u(a) = P(|Ka| ≥ 1) = 1 − P(|Ka| = 0) = 1 − πa(0).
9<;�=
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6�ñ";Mïmômñ�24z²³/

P(|Ka| ≥ 1) − P(|Ka−1| ≥ 1) =
1

a
P(|Ka| = 1) =

1

a
πa(1),

9 ® =
÷oõ±÷³/�6·ômñ.ômñ�°¦ì�ò}î¯33ñvì Û

u(a) − u(a−1) =
1

a
P(|Ka| = 1) =

1

a
πa(1).

@3î.1u÷�3 ñ¯®�2Eî�5}ñ|3t/©í�ïmìÄïmì�2·ñ}úuôvð·ñzòeôv÷ ÷�5�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú 3�ñ�´�ð·ñzòeôv÷ ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

Ka
7<°�ì"ï¯(2Eî�°¦ì}ð4%2·ì�1�7!242·ì}ð·ôvð·ñ'6·ì�2·ì�5�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷Oñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷uø³¶

»�ñzù4�ôRîRì�3&òTú�ù·ñ+îmðEî õEñzöw÷u÷�ò�9 ® =©ù·ñ�1oî�5 îRô¯>4/�6·ômñ+òwù42Eîmïmì�íEõ±÷uïzî*®vñmõEìwì�ñ¯®�´�î ú^ ý�
�
_�SÈ ¶�É�þ��
m = 0, . . . , a

� � Ü��Gþ���ý����

P(|Ka| ≥ m) − P(|Ka−1| ≥ m) =
m

a
P(|Ka| = m) =

m

a
πa(m).

9q�'=
w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%(� ¶�Þ�îmòwò�33ñvô¯2u÷�3

(a− 1)
;Mù·ñ}í
3&ð·ñ�°�ì}òeôvïmñ

Xa−1 ⊂ XA
/jòeñzòeômñ�ú�´�ìwì

÷�5
(a − 1)

;MöeñÐòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñzöeñ
p
;Mòeñ¯®��ôv÷oúq¶�+�ñ¯®^îmïv÷uïß1

Xa−1
ì�´�ì�ñ}í�ð·ñÐòw÷�3¼33ìwô�;

2u÷46uð·ñvì
p
;Mòeñ¯®��ôv÷·ì

x 6∈ Xa−1
/Eù·ñmõ47!6u÷�3

a
;Mù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ

Xa = Xa−1 + x,

òeñzòeômñ�ú�´�ìwì�÷�5
a
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø³¶?»�2u÷ówômñ|3

⋃

y∈Xa

y =
⋃

y∈Xa−1+x

y = x ∪

 ⋃

y∈Xa−1

y


 ,

÷oõ±÷³/�6·ômñ.ômñ�°¦ì�ò}î¯33ñvì Û
C≥1

Xa
= x ∪ C≥1

Xa−1
= C≥1

Xa−1
+ x ∩

(
C≥1

Xa−1

)c
= C≥1

Xa−1
+ x ∩ C0

Xa−1
.

9Y+�=
À�6·ì}ïv÷jí�ð·ñ�/46·ômñ]9Y+�=¬õEì}ö�1^ñ(ñ¯®vñ¯®�´¦÷·ô¯> Û

C≥m
Xa

= C≥m
Xa−1

+ x ∩ Cm−1
Xa−1

.
9#�=

À�ôvò�8¬í�î¦úEòwð·ñ�/46·ômñ

P
(
C≥m

Xa
\ C≥m

Xa−1

)
= P

(
x ∩ Cm−1

Xa−1

)
,

9qÄ'=
÷oõ±÷³/�6·ômñ.ômñ�°¦ì Û

P
(
C≥m

Xa

)
− P

(
C≥m

Xa−1

)
= P

(
x ∩ Cm−1

Xa−1

)
.

9#Ê�=
»�ñzò�1^ñmõ�>¯1�7Oïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>.ï�õEì}ïmñzø 6Eîmòeôv÷Ã2EîmïvðEî

P
(
C≥m

Xa

)
− P

(
C≥m

Xa−1

)
= P(|Ka| ≥ m) − P(|Ka−1| ≥ m)

9qË'=



�q�0�<��ãeä��	å ¨��

B õEì}ïmñzøW6Eîmòeôv÷¸í±ñ�1oî�5�ºïzîRì�33ñzöeñ½2Eîmïmì}ðuòeôzïzî~9q�'=C/�ômñ ñzòeôRî õEñzò�>¶ômñmõ�>¯1^ñ ù·ñ�1jî�5 îRô¯>4/
6·ômñÁ2Eîmïvð4 ù42Eîmï¯�ìÂ6Eîmòeôv÷�ômì�²à°¦ìµ2Eîmïmì}ðuòeôvïG9q�'=©÷{9#Ê�= Û

P
(
x ∩ Cm−1

Xa−1

)
=
m

a
P
(
Cm

Xa

)
=
m

a
P(|Ka| = m).

9qÌ'=
+�ì}øuòeôvïv÷·ômìeõ�>vð·ñ�/uì}ò�õ±÷ñ¯®vñ.5�ðEî�6u÷·ô¯>

pa(m) = P (Ka = Xm) , Xm ∈ Cm
Xa
,

ômñ

P
(
Cm

Xa

)
= Cm

a pa(m),
9<;&Í'=

ï�òw÷oõ47(ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú.òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²
p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø.ñµ2Eîmïvð·ñzïmì�2·ñ}úuôvð·ñzòeôv÷.ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì�;

ðu÷uø ÷ ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷uø�2Eîmïvð·ñ|33ñ�´¦ð4z²-ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï ówôv÷<² òeñ¯®��ôv÷uø³¶�¥&ò�õ±÷-ômì}ù·ì�24>
\�ð·ñzïmñvì�\�òeñ¯®��ôv÷·ì

x
ù·ì�2·ì}òeì�64> � (m − 1)

;Mò�õEñvì�3 óeõEì�33ì}ð·ôRî.2uð4z²-òeñ¯®��ôv÷uø³/º1^ñvômñ";
24ºø òeñzòeômñz÷·ô ÷�5

Cm−1
a−1

ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷uøÎ\�òeôRî.24z²�\�òeñ¯®��ôv÷uø³/&ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>â1oî�°�í±ñzöeñ
÷�5*1^ñvômñ�24z²á2EîmïvðEî

pa−1(m)
/±ômñOïÁ2·ì�5�7 õ�>}ôRîRômì�ù·ñmõ47!6u÷·ôvòTúá2·ñzïvð·ñOòeômñmõ�>¯1^ñ'°¦ì

m
;

ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷uø³/©ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>Ð1oî�°�í±ñzöeñ ÷�5�1^ñvômñ�24z²³/�ñ}í�ðEî.1^ñ�/©7<°¦ì�2EîmïvðEî
pa(m)

¶
8 ðEî�6·ì"öeñzïmñ�2zúø/uïmì�2·ñ}úEôvð·ñzòeô¯>�ï�õEì}ïmñzøß6Eîmòeôv÷{9#Ê�=t2EîmïvðEî

P
(
x ∩ Cm−1

Xa−1

)
= Cm−1

a−1 pa(m).
9<;�;�=

À�1^ñzð46EîRômìeõ�>vð·ñ�/oï�33ì}òeômñ£9qÌ'=C/·ù42u÷7ù·ñ|33ñ�´¦÷-9<;&Í'=�÷-9<;�;�=�ù·ñmõ47!6EîRì�3¸ñ�6·ì}ïv÷jí�ð·ñvì�ômñ�°*;
í±ì}òeôvïmñ

Cm−1
a−1 pa(m) =

m

a
Cm

a pa(m),
1^ñvômñ�2·ñvì í±ñ�1oî�5�ºïzîRìwô�õEì�3¼3º7|¶
¦
ÿ!ý�þO���%$�.ý�� ¶�Ï)ý	�
�����������(ÿ

πa(m)
���z�� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý������*#×��C���������'�KþEû��! "������V$�

#�����& ý���'�" 
Ka

#×��& ���á� � �� ��.��(ÿ��uý	��ýF�°Ð0Ü.��ý�ü � ü û'C���ýyÐ*�mý	�
�������������
πa(i)�

πa−1(i), i < m
Ü�����ý�bzû�����ý���������FÑ©�R��#�û þ�ý&�

∑

i<m

(πa−1(i) − πa(i)) =
m

a
πa(m).

9<; ® =
w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%�� ¶a��ñ�2�3º7 õ�î09<; ® ="õEì}ö�1^ñ¨ù·ñmõ47!6EîRìwôvòTú ÷�5{9q�'=C/�ì}ò�õ±÷-ïvòwù·ñ|3&ðu÷·ô¯>4/6·ômñ

P(|Ka| ≥ m) = 1 − P(|Ka| < m) = 1 − ∑

i<m

πa(i)

÷.íEõuúù�7!´�ì}ø'7�®vì�í�÷·ômìeõ�>vð·ñzòeôv÷ï"5�öTõuúEð�7oô¯>�ðEî¦òR²zì�3º7Á2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø 33ñ�´¦ð·ñzòeômì}ø³/
÷�5}ñ¯®�2Eî�°¦ì}ðuð�7!8 ï�ïv÷jí±ì"ò�õEì�í�7!8a´�ì}øÃ3$îRô¯2u÷4±4 Û
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π0(0) − − − − − − − − −
π1(0) π1(1) − − − − − − − −
. . . . . . . . . − − − − − − −

πm−1(0) πm−1(1) . . . πm−1(m− 1) − − − − − −
πm(0) πm(1) . . . πm(m− 1) πm(m) − − − − −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . − − − −

πa−1(0) πa−1(1) . . . πa−1(m − 1) πa−1(m) . . . πa−1(a− 1) − − −
πa(0) πa(1) . . . πa(m − 1) πa(m) . . . πa(a− 1) πa(a) − −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −
πA(0) πA(1) . . . πA(m− 1) πA(m) . . . πA(a− 1) πA(a) . . . πA(A)




,

B ï�òeô¯2·ñ�1oî�²*1zñvômñ�2·ñzø*2Eîmòwù·ñmõEñ�°¦ì}ð4-ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷¦÷�5t2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø*33ñ�´¦ð·ñzòeômì}ø
ò�õ47!6Eîmøuð4z²=3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï�òeñ¯®��ôv÷uø

Ka = K(a, p)
/}ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðuð4z²�ù·ñ}í

a
;k3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�;

3&÷
Xa ⊆ XA, a = 0, . . . , A

¶�µAî¯33ìwô¯>�ômì�/�6·ômñOï(õEì}ïmñ|30ïmì�2.²uð·ì�3 7·öTõ47Ã3$îRô¯2u÷4±4 B
ðEîa33ì}òeômì�/}ù42·ì�í�ðEî�5�ðEî�6·ì}ðuð·ñ|3íEõuú

π0(0)
/�ïvòeì}öSí�îºòeômñz÷·ô

1
/}ôRî.1=1oî.1�ù·ñ�ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷48

ù·ñmõ�îmö�îRìwôvòTú Û π0(0) = P(|K0| = 0) = 1
¶aÒ�õEì�33ì}ð·ô¯ 3$îRô¯2u÷4±4�/ 7!6Eîmòeôvï"7!8a´¦÷·ìOï

2·ì�1�7!242·ì}ð·ôvð·ñ|3¸òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷u÷Q9<; ® =C/^ï¯¬í±ìeõEì}ð4 °.÷42uð4h3W¸=2u÷49 ômñ|3t¶�6�ì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>÷�5�ù42Eîmïmñzøß6Eîmòeôv÷º9<; ® =¬ñvô�33ì�6·ì}ðEî�2Eî¯3u1^ñzø³¶
¦
ÿ!ý�þO���%$�.ý�K ¶'Ï)ý	�
�����������(ÿ

πa(m)
���z�� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý������*#×��C���������'�SþEû¯�! "���?�$V$�

#�����& ý���'�" 
Ka

#×��& ����� � �� ��.��(ÿà�uý	��ýF�¬Ð0Ü����Kþ�ý�ü û'7�C���ýyÐa�mý	�
���4���������
πa(i)�

πa−1(i− 1), m < i
Ü�����ý�bzû��¯��ý���������4Ñ©�R�<#�ûRþ�ý&�

(
1 − m

a

)
πa(m) =

∑

m<i

(πa−1(i− 1) − πa(i)) .
9<;&�'=

w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%(� ¶A��ñ�2�3º7�õ�îG9Ó;&�'=©ù·ñmõ47!6EîRìwôvòTúµ÷�5�9<; ® =C/uì}ò�õ±÷à5 î¯33ìwôv÷·ô¯>4/�6·ômñ
∑

i<m

(πa−1(i) − πa(i)) +
∑

m<i

(πa−1(i− 1) − πa(i)) = πa(m).

¡µîRô¯2u÷4±Eî(ò�ï¯¬í±ìeõEì}ðuð4h3&÷�°.÷42uð4h3 ¸=2u÷49 ômñ|3 ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô}ú�3&÷³/<7!6Eîmòeôvï"7!8a´¦÷�3&÷
ï�2·ì�1�7!242·ì}ð·ôvð·ñ|3 òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷u÷{9<;&�'=C/E÷�33ìwìwô�ïv÷jí Û



π0(0) − − − − − − − − −
π1(0) π1(1) − − − − − − − −
. . . . . . . . . − − − − − − −

πm−1(0) πm−1(1) . . . πm−1(m− 1) − − − − − −
πm(0) πm(1) . . . πm(m− 1) πm(m) − − − − −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . − − − −

πa−1(0) πa−1(1) . . . πa−1(m− 1) πa−1(m) . . . πa−1(a − 1) − − −
πa(0) πa(1) . . . πa(m− 1) πa(m) . . . πa(a − 1) πa(a) − −
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −
πA(0) πA(1) . . . πA(m− 1) πA(m) . . . πA(a− 1) πA(a) . . . πA(A)




.

6�ì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>�÷�5"õEì}ïmñzøß6Eîmòeôv÷{9<;&�'=©ñvô�33ì�6·ì}ðEî�2Eî¯3u1^ñzø³¶



�q�0�<��ãeä��	å ¨��
è 6jÔ êhó©;©÷�ðöõ¼ù ò³î�<�ôd�öîøô	<!õ

�$<�;�ò³î�<4õ�ð¼ò³î3B
õ%ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï�ð�ñS� òxó�ô©ïöõ�÷�ð�ñS� ò ;�=øñ*îöë�÷
+�ñzöeñzïmñ�2u÷�3&òTú�÷uòwù·ñmõ�>"5}ñzïzîRô¯>�ñwí�÷uðEî.1^ñzï¯�ì�ñ¯®vñ.5�ðEî�6·ì}ðu÷oúOíEõuúÐù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï

W ⊆
2Xa

÷+ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï}9Yò�õ47!6Eîmøuð4©²7òeñ¯®��ôv÷uøo=
K−1

a (W ) ⊆ Ω B ù42·ñvñ¯®�2Eî�5}ñzï
W
ù42u÷

÷�5�33ì�2u÷�33ñ|3-ñvômñ¯®�2Eî�°¦ì}ðu÷u÷

Ka : (Ω,F ,P) →
(
2Xa, 22Xa

)
.

+¦îmðuð·ñvì�÷�5�33ì�2u÷�33ñvì�ñvôvñ¯®�2Eî�°�ì}ðu÷·ì�ù·ñOñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷48 ì}òeô¯>7ð·ì*6·ômñ�÷uð·ñvì�/
1oî.1¨ò�õ47|;
6Eîmøuð·ñvì½3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ

K(a, p)
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø ù·ñ}í

Xa
¶d6 6Eîmòeôzð·ñzòeôv÷³/

®.7�í±ì�3-ñ}í�÷uðEî.1^ñzïmñ�ñ¯®vñ.5�ðEî�6EîRô¯>�÷�ðEî�5�ºïzîRô¯>.ò�õEì�í�7!8a´¦÷·ì"ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî Û
Cm

Xa
= {X ∈ 2Xa : |X| = m} ⊆ 2Xa,

B m
�k�Kþ����âÜ���ü�#�����& ý���'�*#�����& ý���'�" 

Xa
/E÷

Cm
Xa

= {w ∈ Ω :
∑

x∈Xa

1x(ω) = m} ⊆ Ω,

B m
�k�Kþ����G«�þ�ýs#�ý���� $�?� �º¹ ��� ��� ����â���

Ω
¶

��î.1 ïvòeì}öSí�î!/�®.7�í±ì�3 ÷uòwù·ñmõ�>"5}ñzïzîRô¯>Äñ}í�ð·ñ ñ¯®vñ.5�ðEî�6·ì}ðu÷·ì ÷ íEõuú ïmì�2·ñ}úuôvð·ñzòeômì}ø³/
ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðuð4z²ÄðEî¶î õ±öeì�®�2Eî�² F ÷

22Xa ¶_@3î.1u÷·ìOòeñzöTõ�î.¸�ì}ðu÷oú¸ð·ì 33ñzö�7oô¨ù42u÷uïmì}òeôv÷
1 ù42·ñvôv÷uïmñ�2·ì�6u÷oú�3 ï ÷uò�6u÷uò�õEì}ðu÷u÷ ïmì�2·ñ}úuôzð·ñzòeômì}ø³/�ù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7 ù·ñ ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷48
(
F , 22Xa

);M÷�5�33ì�2u÷�33ñzöeñ ñvômñ¯®�2Eî�°¦ì}ðu÷oú29H1oî.1^ñzï¯h3 úEïRõuúEìwôvòSú
Ka
=�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>

P
ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTú�ðEî

22Xa 9q÷uðjí�7!±u÷42�7zìwôvòTúÐò F ðEî
22Xa =©òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷·ì�3 Û

P
{
X ∈ 2Xa : |X| = m

}
= P



w ∈ Ω :

∑

x∈Xa

1x(ω) = m



 .

6 ù42u÷uðoúuô¯z²µñ¯®vñ.5�ðEî�6·ì}ðu÷oú�²

2Xa =
a∑

m=0

Cm
Xa

=
∑

m≥0

Cm
Xa

B ówômñ�ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷·ì"ð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8a´¦÷<²jòTú
m
;Mò�õEñvì}ï(ù·ñ}í
3&ð·ñ�°�ì}òeôvï+÷

Ω =
a∑

m=0

Cm
Xa

=
∑

m≥0

Cm
Xa

B ówômñ�ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷·ì�òeñvñvôvïmìwôvòeôvï"7!8a´¦÷<²+ð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8a´¦÷<²jòTú
m
;Mò�õEñvì}ï"óeõEì�33ì}ð·ô î.2<;

ð4z²�òeñ¯®��ôv÷uø³¶y��2·ñ|33ì�ômñzöeñ�/!5 î¯33ìwôv÷�3t/46·ômñ
⋃

x∈Xa

x =
∑

m≥1

Cm
Xa

=
(
C0

Xa

)c
= Ω \ C0

Xa
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B ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷·ìµ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òeñ¯®��ôv÷uø
Xa

ñvô}õ±÷46EîRìwôvòSúÐñvô+ïvòeì}öeñ
Ω
ômñmõ�>¯1^ñ.ñvôvò�7oô�;

òeôvïv÷·ì�3
0
;Mò�õEñ}úq¶A6¬ïmì�í±ì�3-ì�´�ì"òeñ�142Eî.´�ì}ðuð·ñvì�ñ¯®vñ.5�ðEî�6·ì}ðu÷·ì

C≥m
Xa

=
∑

i≥m

C i
Xa

íEõuú ôRî.1 ðEî�5�ºïzîRì�3uz²Ð�k��ýF�¯�"�'#�����& ý���'�" Ã�KþEû��! "��� �º¹ ��� ��� ����
Xa

�� µû��
�"����ý
m
/uôRî.1Ã6·ômñ

⋃

x∈Xa

x = C≥1
Xa

B \�ù42u÷uï¯(6uð·ñvì�\¬ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷·ìh3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî ò�õ47!6Eîmøuð4z²�òeñ¯®��ôv÷uø
Xa

B ówômñ"ð·ìh6·ômñ
÷uð·ñvì�/�1jî.1µò�2·ì�5"ówômñzöeñ'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òeñ¯®��ôv÷uø�ðEî=7!2·ñzïvð·ì�;¯¶[µAî¯33ìwôv÷�3t/46·ômñ

⋂

x∈Xa

x = Ca
Xa

B \�ù42u÷uï¯(6uð·ñvì�\)ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷·ìO3&ð·ñ�°�ì}òeôvïzî�ò�õ47!6Eîmøuð4z²7òeñ¯®��ôv÷uø
Xa

B ówômñ¦ð·ìO6·ômñ
÷uð·ñvì�/�1jî.1

a
;Mò�õEñzøówômñzöeñ

a
;k3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî(òeñ¯®��ôv÷uø³/�î

⋂

x∈Xa

xc = C0
Xa

B \�ù42u÷uï¯(6uð·ñvì�\(ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷·ì¦í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷uø¸ò�õ47!6Eîmøuð4z²�òeñ¯®��ôv÷uø�÷�5�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî
Xa

B ówômñ.ð·ìÂ6·ômñ+÷uð·ñvì�/41oî.1
0
;Mò�õEñzøówômñzöeñ'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òeñ¯®��ôv÷uø³¶

ë�î'2u÷uò¯¶�;�ò�÷uòwù·ñmõ�>"5}ñzïzîmðu÷·ì�3 ïvïmì�í±ì}ðuð4z²µñ¯®vñ.5�ðEî�6·ì}ðu÷uøÐ÷�5}ñ¯®�2Eî�°¦ì}ðEî.ò�õEñzøuðEî ú
òeô¯2�7!1·ô"7!2Eî�ù42·ñzòeô¯2EîmðuòeôzïzîOóeõEì�33ì}ð·ôRî.2uð4z² òeñ¯®��ôv÷uø

Ω
9H1uïzî�í?2EîRô�=C/ ù·ñ�2·ñ�°�í�îRì�3$î ú

òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4h3&÷
p
;Mòeñ¯®��ôv÷oú�3&÷³¶���õEñz÷ òeñ¯®��ôv÷uø

C i
Xa
, 0 < i < a

÷�5}ñ¯®�2Eî�°¦ì}ð4
ï7ïv÷jí±ì�òeñvñvôvïmìwôvòeôvï"7!8a´¦÷<²â1^ñmõEì�±³¶*6%±·ì}ð·ô¯2·ì�2Eîmòwù·ñmõEñ�°¦ì}ð

a
;Mò�õEñzø

Ca
Xa

/�ô�¶ ì�¶�ù·ì�2·ì�;
òeì�6·ì}ðu÷·ì7ïvòeì�²¸òeñ¯®��ôv÷uø-÷�5

Xa
/�ðEîÐù·ì�2u÷49 ì�2u÷u÷ B 0

;aò�õEñzø
C0

Xa

/�ô�¶ ì�¶�ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷·ì
í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷uøµïvòeì�²òeñ¯®��ôv÷uøµ÷�5

Xa
¶

·�ôvñO1oîmò}îRìwôvòTú�ówômñzöeñ�÷�5}ñ¯®�2Eî�°¦ì}ðu÷oú�ò�õEñzøuð·ñzø�òeô¯2�7!1·ô"7!2��/Rômñ�1¦ð·ì�3º7�ðEî�í±ñ�ñvôvð·ñ";
òw÷·ô¯>vòTúÁ1jî.1Á1�®vì�5�ðEî�í±ì�°.ð·ñzø.ù·ñzù4�ô¯1zì�÷�5}ñ¯®�2Eî�5�÷·ô¯>�ï�\�ù42u÷uï¯(6uð4z²�\©íEõuú.ô¯2·ì�²�33ì�2<;
ð·ñzöeñà2Eî�5�743$î.ñ¯®�2Eî�5 î�²µômñ�/x1oî.1á33ñ�°¦ìwôOï¯ºöTõuúoí±ìwô¯>7ôRî.1jî ú òeô¯2�7!1·ô"7!2Eî!¶�\wë�î+ò}î¯33ñ|3
í±ìeõEì�\"/3ò�õEñzøuðEî ú òeô¯2�7!1·ô"7!2±î òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² ò�õ47!6Eîmøuð4z² òeñ¯®�©ôz÷uø¸í±ñmõ4°.ðEî ò�1^ñ";
2·ìwì.÷�33ìwô¯>µòwïmñvì}öeñß2·ñwí�îß9�2Eî.1·ôRî õ�>vð4ºøÄïv÷jí /ø1^ñzöSí�îïß1oî�°�í±ñzøÕ\�3$î õEñzø�\¦ñ¯®mõ�îmòeôv÷
Ω
\�ñ}í�ð·ñzï¯2·ì�33ì}ðuð·ñ[\¬ù42u÷uò�7oôvòeôvï"7!8 ô�ïvòeì)ïmñ.5�33ñ�°.ð4�ì ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷oú�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

òeñ¯®��ôv÷uø³/jî�ò}î¯33ñ�ù·ñ�òeì�®vìh1oî�°�í±ñvì�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñvì�òeñ¯®��ôv÷·ìS\�ñ}í�÷uðEî.1^ñzïmñµ2Eîmòwù4©õEì�;
ð·ñ[\�ù·ñ.ïvòeì�3º7

Ω
ô î.1u÷�3 ñ¯®�2Eî�5}ñ|3t/46·ômñ¯®� ÷�33ìwô¯>.ïmñ.5�33ñ�°.ð·ñzòeô¯>]\�ñ}í�÷uðEî.1zñzïmñ+ù·ì�2·ì�;

òeì�1oîRô¯>vòTú_\�ò í?2�7·öw÷�3&÷OôRî.1u÷�3&÷à°¦ì�\�ñ}í�÷uðEî.1^ñzï¯h3-ñ¯®�2Eî�5}ñ|3�2Eîmòwù4©õEì}ðuð4h3&÷�\�òw÷�3 ;
33ìwô¯2u÷46uð4h3&÷Ðòeñ¯®��ôv÷oú�3&÷³¶
�©÷·ô"7jî.±u÷oú ð·ì�3&ð·ñzöeñ ðEîmù·ñ|3&÷uðEîRìwô ômñ�/�6·ômñÕ\�ôvïmñ�2u÷·ôvòSú_\ï�1uïzîmð·ômñzïmñzø:9�÷�5�÷41^ì�/

1^ñzöSí�îOù42u÷�ðEî"®mõ�8¬í±ì}ðu÷u÷á5 î 1uïzîmð·ômñzï¯h3&÷Ç3&÷4142·ñ�6Eîmòeôv÷4±Eî¯3&÷�÷uòwù·ñmõ�>"5�7!8 ôvòTúÇ3$î.1<;
2·ñzù42u÷!®vñ�24 ÷+ðEî"®mõ�8¬í�îRômìeõ±÷Oï¯ºð�7<°�í±ì}ð4 ïmñmõEì}ø�Öjð·ì}ïmñmõEì}ø�ñzùu÷uò�ºïzîRô¯>=1uïzîmð·ômñzï¯�ì



�q�0�<��ãeä��	å ¨�²
òwïmñzøuòeôvïzî7ówôv÷<²�3&÷4142·ñ�6Eîmòeôv÷4± ïOômì�2�3&÷uðEî�²�1oõ�îmòwòw÷46·ì}ò�1u÷<² ù·ì�2·ì�33ì}ðuð4z²¨ñ¯®�(6uð·ñzø
33ì�²oîmðu÷41u÷³¶y� ówômñzøÐòw÷·ô"7jî.±u÷u÷¶ù42zú�33ñvì�ñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷·ì�÷�33ìwìwô+ù42u÷uð4±u÷uù¶ð·ìwñzù42·ì�í±ìeõEì}ð<;
ð·ñzòeôv÷×Z^ì}ø�5}ì}ð!®vì�2uö�î!/(5 îmù42·ì�´�î.8a´¦÷uø ÷uòwù·ñmõ�>"5}ñzïzîRô¯> 1oõ�îmòwòw÷46·ì}ò�1u÷·ì ù·ì�2·ì�33ì}ðuð4�ì
9H1^ñvñ�2ví�÷uðEîRô"7�/�÷�3&ù�7�õ�>vò.÷ ô�¶ ù³¶¯= íEõuú�ñzùu÷uò}îmðu÷oú¸òeñzòeômñ�úEðu÷oú�1uïzîmð·ômñzï¯z²�ñ¯®¯¿?ì�1·ômñzï4/
ù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7Äômì�ðEî�²zñ}íEúuôvòTú ïÐ�eû�Ü�ý	�?Ü����.�A��������� �º¹ òeñzòeômñ�úEðu÷oú�²³/3ð·ìù·ñ}íuí�î.8a´¦÷<²jòSú
ñzùu÷uò}îmðu÷48 ù42u÷uï¯(6uð4h3&÷µù·ì�2·ì�33ì}ðuð4h3&÷³¶

@3î.1�°¦ì�/¼1oî.1:1uïzîmð·ômñzï¯�ì½33÷4142·ñ�6Eîmòeôz÷4±4 ï¯ºð�7<°�í±ì}ðuð·ñÄ÷�5�33ì�2zú�8 ôvòTú:3$î.142·ñ";
ù42u÷!®vñ�2Eî¯3&÷³/?òeô¯2�7!1·ô"7!24 òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² òeñ¯®��ôv÷uø�ï¯ºð�7<°�í±ì}ðuð·ñÐ÷�5}ñ¯®�2Eî�°(î.8 ôvòTú
ï�ïv÷jí±ì�ù42u÷uï¯(6uð4z²Ã142�7·öeñzï�÷ß1^ñmõEì�±³¶

/ ðEî õEñzöw÷oúà7zòw÷oõ±÷·ôvòTúì�´�ìO®vñmõ�>¯¸�ì�/jì}ò�õ±÷Oòeñzù·ñzòeô îmïv÷·ô¯>(òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4�ì"ò�õ47!6Eîmø<;
ð4�ìÄòeñ¯®��ôv÷oúø/�\�ñwí�÷uðEî.1^ñzïmñ 2Eîmòwù4©õEì}ðuð4�ì�\ ù·ñ ïvòeì�3º7

Ω
/ òÇ1uïzîmð·ômñzï¯h3&÷ 3&÷41<;

2·ñ�6Eîmòeôv÷4±Eî¯3&÷³/h�eû�Ü�ý	�?Ü����.�A�����������Rýµòeñzòeômñ�úEðu÷·ì 1^ñvômñ�24z² ôRî.1�°�ì~\�ù·ñ.5�ïmñmõuúuìwôo\+÷�3
\�ðEî�²^ñ}í�÷·ô¯>vòTú¶ñ}í�ð·ñzï¯2·ì�33ì}ðuð·ñ[\�ïà1oî�°�í±ñzø¶ômñ�641^ì(ù42·ñzòeô¯2EîmðuòeôvïzîOòÂ5 î�í�îmðuð·ñzø¨ïmì�2·ñ";
úuôvð·ñzòeô¯>¯8µ/�÷uð4h3&÷ ò�õEñzïzî¯3&÷³/�®��ô¯>{\�2Eîmòwù4©õEì}ðuð4h3&÷�\�ù·ñOïvòeì�3º7Ðù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvï"7¨ï
òeñvñvôvïmìwôvòeôvïv÷u÷µòeñ.òwïmñz÷�3Ð2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø³¶

6}33ì}òeômì¨òµômì�3 ðEî�í±ñÇ5 î¯33ìwôv÷·ô¯>4/}6·ômñ½\�2Eîmòwù4©õEì}ðuð·ñzòeô¯>o\~\�2Eîmòwù4©õEì}ðuð·ñzòeôv÷�\ B2·ñ.5�ð4>4¶*\�Þ�îmòwù4©õEì}ðuð·ñzòeô¯>o\a1uïzîmð·ômñzï¯z²ß3&÷4142·ñ�6Eîmòeôv÷4±Oïvòeì}öSí�î�òwïRú!5�ºïzîRìwôvòTú7ðEî¯3&÷7ò
ù42·ñvô}ú!°¦ì}ðuð·ñzòeô¯>¯8 ù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvïzî»9qïmñ.5�33ñ�°.ð·ñ�/?ñ�¸¦÷!®vñ�6uð·ñÐù·ñ}í ïmñ.5eí±ì}øuòeôvïv÷·ì�3 ðEî�;
¸�ì}öeñ"ò�7!´�ì}òeôvïmñzïzîmðu÷oú�ï"ïv÷jí±ìO3$î.142·ñvômìeõy=C¶[\�Þ�îmòwòwù4©õEì}ðuð·ñzòeô¯>o\}°¦ì òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²
ò�õ47!6Eîmøuð4z²7òeñ¯®��ôv÷uø7ð·ì�òwïRú!5 îmðEî"ðu÷+òa1oî.1^ñzø+ù42·ñvô}ú!°¦ì}ðuð·ñzòeô¯>¯8 ù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvïzî

Ω
/

ôRî.1Ç1jî.1�ówômñÐù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvïmñ¶òeñzïmì�24¸�ì}ðuð·ñµî"®zòeô¯2Eî.1·ôvð·ñ�/�ðEî�ð·ì�3 ð·ìwô¾33ìwô¯2u÷46·ì}ò�1^ñzø
òeô¯2�7!1·ô"7!24�/�÷¨õ�8�®^î ú�ù42·ñvô}ú!°¦ì}ðuð·ñzòeô¯>Ðïówômñ|3 ù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvïmì+ð·ì.÷�33ìwìwôµò�3u�ò�õ�î!¶
À í�ðEî.1^ñÄñ¯®�2Eî�55\�2Eîmòwù4©õEì}ðuð·ñzòeôv÷�\¶òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² òeñ¯®��ôv÷uø ð·ì¨ïmñ.5�ðu÷41 ò}î¯3�ù·ñ
òeì�®vì�/Añzð¸ðEîmïmìeúEð�òwïmñzøuòeôvïzî¯3&÷ ówôv÷<²Äòeñ¯®��ôv÷uøÇ1¸ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷48µ¶U8�33ì}ðuð·ñÐòwïmñzøuòeôvïmñ
ñ}í�÷uðEî.1^ñzïmñzø£\�ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðuð·ñzòeôv÷�\�2Eîmïvð·ñ|33ñ�´¦ð4z²¦ù·ñ}í
3&ð·ñ�°�ì}òeôvï òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²�òeñ";
®��ôv÷uø ù·ñ�2·ñ�°�í�îRìwôÄñ¯®�2Eî�5¶÷<²2\�2Eîmòwù4©õEì}ðuð·ñzòeôv÷�\µù·ñÄïvòeì�3º7

Ω
÷³/	ù·ñÄò�7oôv÷ í±ìeõ�î!/

òwïmñvìwñ¯®�2Eî�5�ð·ñ¦ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwô(ï
Ω
ù·ñzðoúuôv÷·ì"ð·ì�1^ñzø4\�ù42·ñvô}ú!°¦ì}ðuð·ñzòeôv÷�\"¶OÃ�ñvô}úµïmñ.5�33ñ�°*;

ð·ñ�/¼6·ômñ�ù42·ì�í�òeôRîmïRõEì}ðu÷·ì�ñ¼\�ù42·ñvô}ú!°¦ì}ðuð·ñzòeôv÷�\ B ówômñÕ\eîRô îmïv÷�5�3�\OðEî.¸�ì}öeñ±\�öeñ�24>�;
1^ñzöeñ[\Á9�÷�5�÷46·ì}ò�1^ñzöeñ ñzù4�ô î!/$÷ ïmñzïvòeìð·ìñ¯®�ú!5 îRômìeõ�>vð·ñ ù42u÷uïRõEì�1oîRô¯> ówômñ�ù·ñzðoúuôv÷·ì
ù42u÷ ïv÷�5�7jî õ±÷�5 î.±u÷u÷-ômñzöeñ�/u6·ômñ�ù42·ñz÷uòR²^ñ}í�÷·ô ï ù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôzïmìµòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² òeñ";
®��ôv÷uø³¶!6�ì�í?>�33ñ�°.ð·ñà®�©õEñ7ñzö�2Eîmðu÷46u÷·ô¯>vòSúá9�2Eî�5}ñzø Û ôRî¯3 ù42·ñz÷uòR²^ñ}í�÷·ô7ômñÁ°¦ì�/?6·ômñ÷µï�ù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvïmì=1uïzîmð·ômñzï¯z²¾3&÷4142·ñ�6Eîmòeôv÷4±»9Iì}ò�õ±÷�ôRî.1zñzïmñvì�ù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvïmñà33ñ�°*;
ð·ñ+ù42·ì�í�òeôRîmïv÷·ô¯>�=C/ B ÷uð4h3&÷µò�õEñzïzî¯3&÷³/Eï¯�ômì}òwðu÷·ô¯>Á1oõ�îmòwòw÷46·ì}ò�1u÷uøº\�9�÷�5�÷46·ì}ò�1u÷uø�\
ñzù4�ô]\�1uïzîmð·ômñzï¯h3�\"¶
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z 6∈ Xa

áoÛ â � æ�Ü�Ý ã ��Þ àRßvß�âaÞ�Ý�à&á�Þ�à}ÝRß³â Ý � âaÞ�ÝRß�à âaÞ � ß³ãMãmÜ<ä±Ü`à�ÞGß�Ý à$å�æ�â ��� åAÞ�Û Þ Ω ç á � ßéèmÝRßGÞ1êPë'â � Ý �Dì èvßéíÜ<ä�ßvß�â<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛIî àIå!äoÛ
p
íbâ ��� åAÞ�Û�ßIäoÛ � Ý ã � Û�â ��� åAÞ�Û Þ Û�ï ��� ÝRß ì Ü`àIå �(� Û&èmÜ	â ��� Þ � ÜaÞ�âaÞ � à&ð_ñòÛ&æá � ãmÜ<ó � Ý æeÜ<ä�ßGÞ�ÛIî à � â � á�ßvïSß�à � è ��� ß � ãmÜ`àIÛ Ü*á aímä±à �Dì Ü`âaÞ � à Xa

â<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛIî àIå*æ
p
íbâ ��� åAÞ�Û Þt� î ÜPíÝ ÜPèmà ��ôs� píbâ ��� åAÞ�Û�ß z 6∈ Xa ç ��� ßTã'êOÛ ��� ÝRßvï ��� ß�àIÛ Ü (a+1)

ímä±à �Dì Ü`âaÞ � ß Xa+1 = Xa∪{z} � Ý ��� å�íÞ�Û Ü
z∩C0

Xa
ç àIÛ ì à�ß�ßdîRß�âaÞ �u��� ßTãvß�ëvâ � ä�Üõî Ü`à àRßvß©ÜPè�Û àIÛIó Ü Þ ê·àRß�âaÞ(à&âRß�ÜaÞ	â � Ü`Ý � ß�Þ�à � âaÞ � ð pa+1(1)� â#ßIáIÛ Þ ÝRßvï�ë'á ��ô èvß àRß�âaÞ(à&âRß�ÜaÞ�ã�Û�ö �a� èmà � â ��� åAÞ�Û Ü z Û�à Ü¬àRß�âaÞ(à&âRß�ÜaÞ àIÛ � èmà ��ôs� â ��� åAÞ�Û�ß:Û�ï

Xa �
÷Oøtù&øûú ü³ý�þ�ÿ������[þ'ý����]ý
	yþ����[þ��-ý��������������

� *þ'ý�������yý�������ý�������������! "���$#Fý�þ�ÿ��%�����
Þ�îmòwò�33ñvô¯2u÷�3�ð·ì�1zñvômñ�24�ìÐñzòeñ¯®vì}ðuð·ñzòeôv÷ ò�õEñzøuð·ñzø òeô¯2�7!1·ô"7!2� ù42·ñzòeô¯2Eîmðuòeôvïzî óeõEì�;
33ì}ð·ôRî.2uð4z² òeñ¯®��ôv÷uø³/¬ù·ñ�2·ñ�°�í�îRì�33ñzø ò�õ47!6Eîmøuð4h3Í3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|3�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²



�q�0�<��ãeä��	å ²�æ

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø

KA
ù·ñ}í

XA
¶a��î.1¸÷�5�ïmì}òeôvð·ñ�/ ówôRîµò�õEñzøuðEî úÄòeô¯2�7!1·ô"7!2EîÐñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTú

õ�8�®�h3 ÷�5Ã33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø Û u(a), p(a), pA(a)
÷oõ±÷

πA(a)
¶¼Þ�îmòwò�33ñvô�;
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6 1oî�6·ì}òeôvïmì"ïv÷�5�7jî õ±÷�5 î.±u÷u÷+í�îmðuð4z²Oñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uøòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²�ò�õ47!6Eîmøuð4z²
òeñ¯®��ôv÷uø+÷�5}ñ¯®�2Eî�5�÷�3�1oî.2·ô"7�÷<²'2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø³¶�¥u´�ì�2Eî�5�ðEîmù·ñ|3&ðu÷�3t/|6·ômñ*3&ð·ñ�°¦ì�;
òeôvïmñ�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²µ2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø B ówômñ�ð·ìz6·ômñ ÷uð·ñvì�/�1oî.1=3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ�ò�õEñzøuð·ñ";2Eîmïvð·ñzïmì�2·ñ�úuôvð4z²�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø³¶�»�ñzðEî�6Eî õ47Á33ñ�°¦ìwô¦ù·ñ�1oî�5 îRô¯>vòSú7òeô¯2Eîmðuð4h3t/�6·ômñ
7^ò�õEñzïv÷oúø/©ñzù42·ì�í±ìeõuú�8a´¦÷·ì�6·ìwô¯(2·ì¸ù·ñ}í
3&ð·ñ�°�ì}òeôvïzî òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² 2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì�;
ðu÷uø³/jò�õ±÷4¸=1^ñ|3¸ù42·ñzòeô¯ ÷Á1oîmò}î.8 ôvòSú7ïvòeì}öeñ�í�ï"7|²+ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø

πA(1)
÷
πA(A− 1)÷�5µ2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oúÃ33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷�ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñÁ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

KA Û
πA(0), πA(1), . . . , πA(A− 1), πA(A),
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πA(1) > 0 πA(1) = 0
πA(A− 1) = 0 πA(A− 1) = 0�Cÿ�����������
�
qý�<ü��������ºý
πA(1) > 0 πA(1) = 0

πA(A− 1) > 0 πA(A− 1) > 0��<ü��ONP�X����
�
qý�<ü��������ºý
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û�ý.ü�ý1��ý��.ý����'�ºý
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�
qý�<ü�����������/.³ý�þy����ý������ºý
áoÛ â � �&Ü�= ß�Ý�Þ�ß¦â<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛIî àIå*æOÝRß�â<â Ý ÜPèmÜMãmÜ`àIÛ Þ âMã$à&îRß Þ àIå�æOâ ��� åAÞ�Û Þ â � è XA �
� Ü`â � â Ý�ßIä � íà ôs� ã � àIÛIá�â ��� Þ � ÜaÞ�âaÞ � à�Ü`Þ�ä±à �Dì Ü`âaÞ � à � â`ÜPæ â<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛ$î àIå�æ ÝRß�â<â Ý ÜPèmÜMãmÜ`àIÛ Þ ë$á � Þ � Ý � Ü&ÝRßvï � Û � ßéíÜaÞ�â#ß àRß�î ÜaÞ�å?Ý ÜUâ � è�ä�à �Dì Ü`âaÞ � ß è � à&äAß�á}ãvß�â`âKß(äoÛ Ü ÇaÃ}Â�Â$ÁaÅ Í ÃRÉ}ÒmÎ	ÎS¾�>GÁaÀTÃRÒmÁaÒRÒR½�? ç ãmÜ � ßvß�â � ã � í
� Û àRß�â Ý1ßIä � à ôs� ã � àIÛIá}ß�ê_Û.ÇaÃ}Â�Â$ÁaÅ Í ÃRÉ}ÒmÎ Ì Á Í Á`Ç`ÁaÉ�ÁaÒRÒR½�? ç àIÛ ì à�ß�ßMâ � ã ��� Û àRß´â Ý�ßIä � à ôs� ã � àIÛ&íá}ß�ê�ÝRß�â<â Ý ÜPèmÜMãmÜ`à$Û Þ|� -&Ü`Ý Ü`â`Ü<î Ü`àIÛ Ü�ãaÞ�Û&æ´è � à�æ³á}ãvß�â`â ���}��� ÝRßvï<àeÜaÞ"ä±à �éì Ü`âaÞ ��� ÇaÅ Í Î
@MÎ�ÇaÃ}Â�Â$ÁMÅBAÍ ÃRÉ}ÒR½�?�ÝRß�âõâ Ý ÜPèmÜMãmÜKàIÛ Þ ë ß�â Ü`Ý Ü`â`Ü<î Ü`àIÛ ÜaÛ&æòè � â � ãmà Ü`àIÛ ÞDC ä±à �Dì Ü`âaÞ ��� ÇbÈmÊ�¾GÎ�ÇaÃ}Â�Â$ÁaÅ Í ÃRÉ}ÒR½�?ÝRß�â<â Ý ÜPèmÜMãmÜ`àIÛ Þ<��E ã$ß�á}ß ì è ��ôs� Û�ï¿î ÜaÞ�å?Ý ÜPæ}â � è�ä±à �éì Ü`âaÞ � ÝRß�âõâ Ý ÜPèmÜMãmÜKàIÛ Þ à&á�ßvïSßGà � à�âMã ��� Û ÜàRß©ÝRß�â<â Ý ÜPèmÜMãmÜKàIÛ Üdä � ñ¬à � âaÞ�Û�ë � â Ý ÜPèmÜMã$ßIð_ñ¬Ü`Ü�â ��� Þ � ÜaÞ�âaÞ � à�ð_ñ�Û Þ á}ãvß�â`â �
1^ñvômñ�24�ìÂ5 îmðu÷�3$î.8 ô+ï(ówômñ|3 2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷u÷µïmômñ�24�ì�ñvôÁ1oî�°�í±ñzöeñÁ142Eî úÐù·ñ.5�÷4±u÷u÷³¶
À í�ðEî.1^ñ�/�ð·ì}ò�33ñvô¯2zú¶ðEî.òwïmñz÷Ðïmômñ�24�ì�ù·ñ.5�÷4±u÷u÷³/�÷�33ì}ðuð·ñ7ówôv÷�í�ïmì¦ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷¶÷uöC;
2Eî.8 ô"öSõ�îmïvð4�ì(2·ñmõ±÷(÷¦ñzù42·ì�í±ìeõuú�8 ô�òeñvñvôvïmìwôvòeôvïmì}ðuð·ñÁ�"�$VF�Eû������(ÿ*� � � ÜEû'bRþ?����(ÿ
ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø�ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷uø

u(a)
÷(ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø(ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷uø

p(a)
1oî.1�9O7·ð414±u÷uø

î.2uö�7433ì}ð·ôRî
a
¶[�©ù42Eîmïmì�íEõ±÷uïzî

^ ý�
�
_���#�,%��ONv�1��I�'����}
!��E����'������*)}%�ý.ü��&������'���ý��:���/.³ý�þy����ý������ �£%$�©û1��xCÿ��'����

!��E����'������*)£%�ý.ü��&������'�(�ý�� û�ý.ü�ý1��ý��.ý���������<ü��ONP������
�
qý�<ü��������*)��������������� ¶ò`ö��#��
#�ý�O�?����� � ý}��� ��� ����Á��O�
�$V$�a����#a#�ý�O�?����� � �"�$�Ab����×�� ��Ic�b|�$VTü" ×� � Ü��Gþ���ý����)þA7h�
� �RýÂ���+ü.� û ¹ û|�Kþ��"�����y�

• #×��C��������� � ý=�mý	�
�������������â� ��ç ý�ü�����ý��������"�$VF�Eû� � c
• #×��C��������� � ý=�mý	�
�������������áÜ�ý	��ý��}ý��uý������â� � ÜEû'bRþ � c

b| $b,Ñ	û��Ab'�����½#×��C���������ye
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è 6GF 5��}ðöõ �$<xë�ï�ë�ðöõ <!õºò_�$<�;�ò³î3<!õ�ð¼íxð�ð$;�ò³îöë ;_�}ð$;d�o;IH|õ	=4ó�ô��¼�zíxð�ëuù
ë�ëºó�óBJWò³î�<!õ���ëuùLKI�öõ$<!õa�¬;d�ºò³õºó�>øð�ñS�%K�ò�BA;©÷¼ò³î3B½ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï�ð�ñS�
ò ;�=øñ*îöë�÷ ðöõ��$<�;�ò³îöñS�½�$<xë�ì×í�<!õU�

÷OøGM�øûú N(��ÿ5	���OP9!�������MþRQS����T5�����yý����dþ'ý����U���&ý�þ��<���&ý������$#-ý
	��; <�������$#Fý�þ�ÿ��%�����DQ
ë�ì+ômñmõ�>¯1^ñ¨ò�2·ì�í�÷ÄðEî�6u÷uðEî.8�´�÷<²Ä÷�5�7!6EîRô¯>¶ômìwñ�2u÷48 ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø í±ñzïmñmõ�>vð·ñá2EîmòC;
ù42·ñzòeô¯2Eîmð·ì}ð·ñ(5 î"®mõ47<°�í±ì}ðu÷·ì�/�6·ômñºú�1^ñ¯®�±\�ð·ì}òeñzï�33ì}òeôvð4�ì$ò�õ47!6Eîmøuð4�ì�òeñ¯®�©ôz÷oú"ð·ì�5 î�;
ïv÷uòw÷�3uL\"¶�·�ômñ�/<2Eî�5�7433ìwìwôvòTú.ð·ì�ïmì�2uð·ñ�¶�6�ì�2uð·ñµ1oî.1Á2Eî�5�ù42·ñvôz÷uïmñzù·ñmõEñ�°+ð·ñvì Û þA7 ��� ý��ý����"��#�ý����� � ýß�KþEû��! "��� � ý½��� ��� ����:�� ¯�����$�� üF��û�Vß�� üF��û�V$ Ç�� "� � �Gþ�ýwý½���oþEÿ��
� � # � � �� ��¯�$#�¶
6 ò}î¯33ñ|3 í±ìeõEì�/�ì}ò�õ±÷�í�ïzî+òeñ¯®��ôv÷oú

x
÷
y
/�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>à1oî�°�í±ñzöeñO÷�5�1^ñvômñ�24z²

òeô¯2·ñzöeñÇ®vñmõ�>¯¸�ìÐð�7�õuú Û P(x) > 0
/
P(y) > 0

/	ð·ì}òeñzï�33ì}òeôvð4�/$ô�¶ ì�¶
x ∩ y = ∅ B

òeñ¯®��ôv÷oú ÷�33ì�8 ô ù�7^òeômñvì ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷·ì�/	ômñ ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô¯>-÷<² ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷oú 2EîmïvðEî
ð�7 õ�8 Û

P(x ∩ y) = P(∅) = 0,
ù·ñvômñ|3º7|/�6·ômñÄù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷·ìµù�7^òeômñ�/	÷ ï�òw÷oõ47 ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷³¶d@�î.1u÷�3
ñ¯®�2Eî�5}ñ|3t/

P(x ∩ y) = 0 < P(x)P(y)

B ñzù42·ì�í±ìeõuú�8a´�ìwì�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzòeô¯>à2Eîmïmì}ðuòeôvïzî7ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø¨ðEî.2�7!¸�ì}ð·ñ�/�÷¨ðEî.2�7|;
¸�ì}ð·ñ+ò}î¯3uh30òw÷oõ�>vð4h3 ñ¯®�2Eî�5}ñ|3t¶o@�î.1u÷·ì¦òeñ¯®��ôv÷oú¶ðEî�5�ºïzî.8 ô7÷uð·ñzöSí�î]\�òeôRîRôv÷uòeôv÷<;
6·ì}ò�1u÷�ñvômôRî õ�1u÷Eïzî.8a´¦÷�3&÷uòTú_\"/�ù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7 ñzðu÷�ðu÷41^ñzöSí�îºðEî)ðEîmòeô"7·ùEî.8 ô�ï�33ì}òeômì�¶&@�î.1
6·ômñ+ð·ì}òeñzï�33ì}òeôvð4�ì�ò�õ47!6Eîmøuð4�ì�òeñ¯®��ôv÷oúúEïRõuú�8 ô�òeñ¯®vñzøOôv÷uùu÷46uð4ºøÐù42u÷�33ì�2Ã3$î.1<;
òw÷�3$î õ�>vð·ñ ïmñ.5�33ñ�°.ð·ñzø½\�ñvô¯2u÷4±EîRômìeõ�>vð·ñzø�\7òeôRîRôv÷uòeôv÷46uì}ò�1zñzøW5 îmïv÷uòw÷�33ñzòeôv÷Ð33ì�°�í�7
òeñ¯®��ôv÷oú�3&÷³¶

÷OøGM�ø·÷ VW��! "�����X�oý��$þ��! "����þ'ý����YT5��ÿ5	���OP9!������Z
¡ñ�°.ð·ñ�ðEî�5�ïzîRô¯>�ð·ì}ò�1^ñmõ�>¯1^ñ"ù42u÷46u÷uð�í�îmðuð·ñzöeñ�5 î"®mõ47<°�í±ì}ðu÷oúø¶|À í�ðEî.1^ñµ33ì}ðoú*®.7�í±ìwô
÷uð·ômì�2·ì}òeñzïzîRô¯>+ômñmõ�>¯1^ñ+ñ}í�ð·ñ Û ù·ñ�6·ì�3º7ówômñÁ5 î"®mõ47<°�í±ì}ðu÷·ì¦òeômñmõ�>Ðû|����������?�"�.ò�2·ì�í�÷õ�8¬í±ì}ø ò�2Eîmïvðu÷·ômìeõ�>vð·ñ í�î õEì�1u÷<² ñvô ômìwñ�2u÷u÷ ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø³¶©»�ñvówômñ|3º7-ôRî.1u÷·ì�ñ�6·ì�;
ïv÷jí�ð4�ì�ù42u÷46u÷uð4�/x1oî.1ÐóeõEì�33ì}ð·ôRî.2uð·ñvì¦ð·ì}ù·ñzðu÷�3$îmðu÷·ì�ù42·ñzòeôvì}ø4¸¦÷<²Ðñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø³/
3&ð·ì¦ð·ì�÷uð·ômì�2·ì}òwð4�¶*¡�ð·ì�÷uð·ômì�2·ì}òeì}ð¶ð·ì¦ò}î¯3 9"î.1·ôOð·ì}ù·ñzðu÷�3$îmðu÷oúø/�÷¶ð·ì¦ù42u÷46u÷uð4
ówômñzöeñ'9"î.1·ôRî!/?3&ð·ì"÷uð·ômì�2·ì}òwðEîßÜ.�?�������� �ý1V$�(û|����������?�"�������¶
¡�ð·ìz1oî�°¦ìwôvòTúø/�6·ômñ�ówô î ù42u÷46u÷uðEî�142·ñvìwôvòSú�ï ðEîmïRú!5�6u÷uïmñ|3ñzù4�ômì¬ðEî"®mõ�8¬í±ì}ðu÷uø×5 î

ñ�142�7<°(î.8a´¦÷�3&÷�òw÷uòeômì�3$î¯3&÷�3$îRômì�2u÷Eî õ�>vð4z²�6Eîmòeôv÷4±³¶_6 ówômñ|3 ñzù4�ômì�/Aù·ñmõ±ð·ñzòeô¯>¯8
ù·ñzöTõEñvôv÷uï¯¸�ì�3 ðEîmò¯/?òw÷uòeômì�3u�/¼��ýÁ��#�ý�7�C���ý������uý1V$�¾� � C.ý1V$��/?ñ¯®�(6uð·ñ¶ò�6u÷·ôRî.8)ôzòTú



�q�0�<��ãeä��	å ²��
ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uh3&÷³¶më�ì�142u÷·ôv÷46·ì}ò�1u÷uø¦ù·ì�2·ì}ð·ñzò�ówômñzöeñ�\�9�÷�5�÷46·ì}ò�1zñzöeñ[\$ñzù4�ôRî�ðEî�òw÷uòeômì�;
3u ò�õ47!6Eîmøuð4z²�òeñ¯®��ôv÷uø(ð·ì}÷�5�®vì�°.ð·ñ"ù42u÷uïmñ}í�÷·ôÂ1�2Eîmòwò�3$îRô¯2u÷uïzîRì�33ñ|3º7Â5 î"®mõ47<°�í±ì�;
ðu÷48µ/.1^ñzöSí�î�ò�õ47!6Eîmøuð4�ì�òeñ¯®��ôv÷oúø/!��ý(��#�ý�7�C���ýt�����uý1V$��� � C.ý1V$�\[0��ý����"��#�ý����� � ý^]"/
ôRî.1�°¦ì©ù42·ñ}í±ñmõ4°�î.8 ô ò�6u÷·ôRîRô¯>vòSú¦òeôRîRôv÷uòeôv÷46·ì}ò�1u÷�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uh3&÷"ï òw÷oõ47O7!1^ñ�2·ì}ðu÷uï�;
¸�ì}øuòTú{\�9�÷�5�÷46·ì}ò�1^ñzø�\ ù42u÷uï¯(641u÷³¶

÷OøGM�øG_ `a���bQ � �����9�þ��Aýc�dQ�ý�������������! "���$#4ý�þ�ÿ��%�����
ë�ìwñ�°.÷jí�îmðuð4�ìOï¯ºïmñ}í? ÷�7oôvïmì�2�°�í±ì}ðu÷oúÐ1oî.1^ñzø<;dõ±÷!®vñ¶ômìwñ�2u÷u÷³/3ù42·ñvôv÷uïmñ�2·ì�6Eî.´¦÷·ì
\$5eí?2Eîmïmñ|3º7.ò�3uºò�õ47!\"/^ñ¯®�(6uð·ñ(ðEî�5�ºïzî.8 ô�ùEî.2Eî�í±ñ�1jò}î¯3&÷³¶!Þ�î�5�2·ì�¸�ì}ðu÷·ì�÷+ñ¯®¯¿AúEòwð·ì�;
ðu÷·ì�ùEî.2Eî�í±ñ�1jòeñzï(ð·ì}÷�5�®vì�°.ð·ñ.ïmì�í±ìwô�1ß2Eî�5�ïv÷·ôv÷48 ÷�ò}î¯33ñzøOômìwñ�2u÷u÷³/±÷ìwì"ù42u÷oõEñ�°¦ì�;
ðu÷uø³¶
ë�ìeõ�>"5wú ñvô¯2u÷4±EîRô¯>4/º6·ômñ¨ðEî.¸�ì.ïmñzòwù42u÷oúuôv÷·ì7ðEî�7!6uð4z²¸ï¯ºïmñ}í±ñzïµïmñ½3&ð·ñzöeñ|3 5 î�;

ïv÷uòw÷·ô�ñvôÁ1^ñzð·ômì�1jòeô î!/�ï'1zñvômñ�2·ñ|3 ñzðu÷µðEî¯3 ïvòeô¯2·ì�6Eî.8 ôvòSúq¶?À í�÷uðµ÷�ômñvô'°�ìµ9"î.1·ô7ï
ñ}í�ð·ñ|3 1^ñzð·ômì�1jòeômì�ï¯ºöTõuúoí�÷·ô�ômñmõ�>¯1^ñÁ1oî.1µð·ì�1zñvì�ïmì�2uð·ñvì�7oôvïmì�2�°�í±ì}ðu÷·ì�÷�ì}öeñ�ù42u÷<;
ò�7oôvòeôvïv÷·ìºôRî¯3 ï¯ºöSõuúoí�÷·ô�ïvù·ñmõ±ð·ì:\C®.7}í�ðu÷46uð·ñ[\"¶�6 í?2�7·öeñ|3á1zñzð·ômì�1jòeômì)ômñvôO°¦ìh9"î.1·ô�/
ï¯(2Eî�°¦ì}ðuð4ºøµù·ñ}í4²^ñ}íEú�´¦÷�3-ú!5�(1^ñ|3t/433ñ�°¦ìwô.ïmñzòwù42u÷uðu÷�3$îRô¯>vòTúÃ1oî.1�ùEî.2Eî�í±ñ�1jò¯¶
ë�ì�1^ñvômñ�24h3 ïzî�°.ð4h3 ó}ïmì}ð·ômñmõEñzöw÷46·ì}ò�1u÷�3 7oôvïmì�2�°�í±ì}ðu÷oú�3t/)ò�9 ñ�2�3º7 õ±÷42·ñzïzîmð<;

ð4h3¸÷(í±ñ�1oî�5 îmðuð4h3¸ï"ówômñzø�õEì�14±u÷u÷7ïvù·ñmõ±ð·ì�\C®.7�í�ðu÷46uð·ñ[\"/^ôRî.1�°¦ì�33ñ�°.ð·ñ�ù42u÷jí�îRô¯>
ùEî.2Eî�í±ñ�1jò}î õ�>vð�7!8 9 ñ�2�3º7|/�6·ômñ¯®� ï¯¬í±ìeõ±÷·ô¯>.÷<²µðEî�9 ñzð·ìµ2zúoí±ñzï¯z² 7oôvïmì�2�°�í±ì}ðu÷uø
÷�òwù·ñzòeñ¯®zòeôvïmñzïzîRô¯>�®vñmõEìwì"öTõ47�®vñ�1^ñ|3º7Où·ñzðu÷�3$îmðu÷48 ó}ïmì}ð·ôvñmõEñzöw÷u÷³¶

& ý.ü�%$�d��û$�|ü$��þ���x(� ¶�ÀO®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷oú

X(a) =
⋃

x∈Xa

x, X(b) =
⋃

x∈Xb

x

ð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8a´¦÷<²jòTú�ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï
Xa

÷
Xb

òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²�ò�õ47!6Eîmøuð4z²�òeñ¯®��ôv÷uø
ïvòeì}öSí�î�ù·ì�2·ì}òeì�1jî.8 ôvòTúø¶o8 ðEî�6·ì"öeñzïmñ�2zúø/

Xa ∩Xb = ∅ =⇒ X(a) ∩X(b) 6= ∅.

e I�4ü�����û$�|ü$��þ���x(� ¶�+"õuúOòw÷�3u33ìwô¯2u÷46uð4z²ò�õ47!6Eîmøuð4z²Oòeñ¯®��ôv÷uø³/oð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz²7ï
òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷

XA
/Eòwù42Eîmïmì�íEõ±÷uïmñ Û

Xa ∩Xb = ∅ =⇒ P(X(a) ∩X(b)) = P(X(a))P(X(b))

B ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷oú¨ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² òeñ¯®��ôv÷uø¨ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3u�/�ì}ò�õ±÷¶ówôv÷
ù·ñ}í
3&ð·ñ�°�ì}òeôzïzî�ð·ì"ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8 ôvòTúø¶
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÷OøGM�øgf h��������$þ5	yþ�i��! <�&ý���þ���þ � �����9!�������jT5��ÿ5	���OP9!������Z
��ñ�2�3º7 õ±÷42·ñzï¯1oî ïmômñ�2·ñzöeñ�ùEî.2Eî�í±ñ�1jò}î�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²(òeñ¯®��ôv÷uø=7�í�÷uïv÷·ômìeõ�>vð4h3¨ñ¯®";
2Eî�5}ñ|3-òeñ.5�ï"7!6uðEî¦ò�5 î"®mõ47<°�í±ì}ðu÷·ì�3-ñG\�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzòeôv÷Oð·ì}òeñzï�33ì}òeôvð4z²Oò�õ47!6Eîmøuð4z²
òeñ¯®��ôv÷uø�\"/uñ'1^ñvômñ�2·ñ|3:¸�õ�î�2·ì�64>�ï¯(¸�ì�¶

Ω

⋃

x∈XA

x ⋃

x∈Xa

x

X(a) ∩X(b)

⋃

x∈Xb

x

áoÛ â � ��Ü�k ã ã�ð�âaÞ�ÝRß(óIÛ�ß�è � à�æUlõâRß�ÝRßéè � á}â ��� l ����* ÜPè�Û à Ü`àIÛ Þ â<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛIî àIå�æ�â ��� åAÞ�Û Þ|� -&Ü`Ý � å ÞlõâRß�ÝRßéè � áwâcl Ü l �ö��* ÜPè�Û à Ü`àIÛ�ß X(a) =
⋃

x∈Xa

x
Û
X(b) =

⋃

x∈Xb

x
à Ü<â Ü`Ý Ü`â`Ü<á�ß(ð_ñ�Û�æeâ	ßLâ � è�ä±à �éì Ü`âaÞ �

Xa

Û
Xb

â<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛIî àIå*æ�â ��� åAÞ�Û ÞSç Xa ∩Xb = ∅ ê � â`Ü ô èvß�â Ü`Ý Ü`â`Ü<á}ß(ð�Þeâ#ß Ü X(a) ∩X(b) 6= ∅ l �cE ã$ßâ<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛIî à$å�æ�â ��� åAÞ�Û Þ ëeà ÜõïSß � Û â<ÛIäoå�æ � â ����� á�à&â à � âaÞ�Û�ëeâ<â ÝRß � ÜPè ã�Û ���¼� Þ � Ý � ÜmlõâRß�ÝRßéè � áwâKßTã � íà � ÜclUàwÞ � Ü`Ý ì èmÜaàIÛ Ü Ü l:n±âMã�Û¿â � è�ä±à �Dì Ü`âaÞ � ß©â<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛIî à$å�æ�â ��� å�Þ�Û Þ Xa

Û
Xb

à Ü â Ü`Ý Ü`â`Ü<á�ß(ð Þ(í
â#ß Ü

Xa ∩Xb = ∅ ëvÞ ������* ÜPè�Û à Ü`àIÛ�ß�Þ�ß(áIÛ&æMâ � è�ä±à �Dì Ü`âaÞ � â<ÛIäoä±ÜaÞ�ÝIÛIîRàIå�æ�â ��� åAÞ�Û Þ X(a)

Û
X(b)à ÜõïSß � Û â<ÛIäoåml �

»�ñ";Mïv÷jí�÷�33ñ|3º7|/eômì}ù·ì�24>a33ñ�°.ð·ñh7oôvïmì�2¯°�í�îRô�>4/�6·ômñ�ïh2Eî¯3u1jî�²"ômìwñ�2u÷u÷�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46<;
ð4z² ò�õ47!6Eîmøuð4z²0òeñ¯®��ôv÷uø 7}í�î õEñzò�>�ðEîmø·ôv÷ 7�í±ñzïRõEìwôvïmñ�2u÷·ômìeõ�>vð·ñvìÐó}ïmì}ð·ômñmõEñzöw÷46·ì�;
ò�1^ñvì"ñzù42Eîmï í�îmðu÷·ì"ówômñzöeñ�5 î"®mõ47<°�í±ì}ðu÷oúø/Eù·ñ}í?142·ì}ùoõuú�8a´�ìwì�ðEî.¸¦÷�ù42·ì�í�ù·ñmõEñ�°¦ì}ðu÷oúø/
ù·ñmõEñ�°¦ì}ðuð4�ì"ï¦ñzòwð·ñzï"7+ômìwñ�2u÷u÷³¶�Þ ì�64>�÷jí±ìwô(ñ(ù42·ì�í�ù·ñmõEñ�°�ì}ðu÷u÷³/�6·ômñ�ïvòeì��� � þA7)ü" "�
ýs# � ý�ò�õ47!6Eîmøuð4�ì�òeñ¯®��ôv÷oú�33ñ�°.ð·ñ�ù42·ì�í�òeôRîmïv÷·ô¯>�ïOïv÷jí±ìß� ��ç ý�ü�����ý�����������#a#�ý���



�q�0�<��ãeä��	å ²�²
�?����� �º¹ �KþEû��! "��� �º¹ ��� ��� �����¶d6 ômñ�°¦ìÐï¯2·ì�3�ú ò�õ47!6Eîmøuð4�ìµòeñ¯®��ôv÷oúø/�1^ñvômñ�24�ì
ð·ì}ù42·ì�í�òeôRîmïv÷�3u ï(ówômñ|3 ïv÷jí±ì�/Eð·ì�í±ñzòeô"7·ùuð4 ðEî"®mõ�8¬í±ì}ðu÷oú�3 B ��ý��� � þA7)ü" výs# � ¶
¥&ò�õ±÷ÄðEî.¸�ì7ù42·ì�í�ù·ñmõEñ�°¦ì}ðu÷·ìOï¯ºù·ñmõ±ð·ì}ð·ñ�/�ômñ¨òeôRîmð·ñzïv÷·ôvòTú¸úEòwð·ñzø¸ù42u÷42·ñ}í�îß5 î�;
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�?����� �º¹ ��� ��� �����¶�6¬òeì í±ìeõEñ7ï.ômñ|3t/?6·ômñ7ôRî.1u÷·ì�ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷oúÐð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3u�/Eì}ò�õ±÷
òeñzòeôRîmïRõEì}ð4 ÷�5a�� ���þ������ �º¹ òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²Oòeñ¯®��ôv÷uø³/jô�¶ ì�¶�\�ð·ì ÷�33ì�8 ô¦ðu÷46·ì}öeñ¦ñ¯®";
´�ì}öeñ�ï(òwïmñz÷<²�òeñzòeôRîmïzî�²�\ B úEïRõuú�8 ôvòTúñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷oú�3&÷�ð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8a´¦÷<²^òTúù·ñ}í4;
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïÐòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²-òeñ¯®��ôv÷uø³¶aÒ¬ômñ¨÷�ì}òeô¯>4/ 1oî.1W3&ð·ì�1jî�°¦ìwôvòTúø/ ó}ïmì}ð·ômñmõEñ";
öw÷46·ì}ò�1^ñvì+ñzù42Eîmï í�îmðu÷·ìÁ7^òeômñzø46u÷uïmñzòeôv÷Ç5 î"®mõ47<°�í±ì}ðu÷oú ïµômñ|3t/ö6·ômñ¬\�ð·ì}òeñzï�33ì}òeôvð4�ì
ò�õ47!6Eîmøuð4�ì�òeñ¯®��ôv÷oúµð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uL\"¶

è 6Go ê�;d�$<�ù�� íxð�ð�ñ�í�òxó�ô©ïöõ�÷�ð�ñ�íÇìÂð$;U� í
ò³î3B
õ%ò ;�=øñ*îöë©÷
+"õuú+õ�8�®vñzöeñ(ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

KA
òeñ¯®��ôv÷uø³/x�� .��(û�Ü��?��Ý�� ¹ ù·ñ}í

XA
/où·ñ}í

ômì�3ß°¦ì
XA

ñzù42·ì�í±ìeõEì}ð·ñ ì}öeñºí±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì
Kc

A = XA\KA
B ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìt3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ

òeñ¯®��ôv÷uø³/ø��ý��� .��(û�Ü��?��Ý�� ¹ ù·ñ}í
XA Û

Kc
A : (Ω,F ,P) →

(
2XA, 22XA

)
.

Þ�îmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì	í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷oú
Kc

A

ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòSú*2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3Ðò}î¯33ñzöeñ�ò�õ47!6Eîmø<;
ð·ñzöeñ'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

KA
ñ�6·ì}ïv÷jí�ð4h3&÷�òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷oú�3&÷ Û

P(Kc
A = X) = P(KA = Xc), X ⊆ XA.

+�ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì
Kc

A

/t1jî.1 ÷
KA

/¬ñzù42·ì�í±ìeõEì}ð·ñ ù·ñ}í
XA

¶(»�ñvówôvñ|3 7 ì}öeñ-óeõEì�33ì}ð·ôRî¯3&÷
33ñzö�7oô�®��ô¯>�ômñmõ�>¯1^ñ+òeñ¯®��ôv÷oú

x ∈ XA
¶

6}33ì}òeômì.ò(ômì�3 33ñ�°.ð·ñ¶ù42·ì�í�òeôRîmïv÷·ô¯>Ðòeì�®vì�ò�õ47!6Eîmøuð4�ì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî!/ òeñzòeômñ�ú�´¦÷·ì
÷�5�òeñ¯®��ôv÷uø

xc = Ω \ x /oí±ñzù·ñmõ±ðu÷·ômìeõ�>vð4z²¾1 x ∈ XA
¶?·�ômñ¯®� ñzù42·ì�í±ìeõ±÷·ô¯>.ôRî.1u÷·ì

ò�õ47!6Eîmøuð4�ìÁ3&ð·ñ�°�ì}òeôvïzî7í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷uø³/?òwðEî�6Eî õ�îOðEî�í±ñ�ñzù42·ì�í±ìeõ±÷·ô¯>Ã3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñµ÷<²
ïmñ.5�33ñ�°.ð4z²½5�ðEî�6·ì}ðu÷uø³¶ø»�ñzòeôRîmïv÷�3 ïOòeñvñvôvïmìwôvòeôvïv÷·ì'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï"7¨òeñ¯®��ôv÷uø

XA
ì}öeñ

ü"��Ü��Gþ���ý�����ý=Ü���Tá���Ab��"�.��b��C#�û�/

X
(c)
A = {xc : x ∈ XA}
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B 3&ð·ñ�°�ì}òeôvïmñ�í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷uø�òeñ¯®��ôv÷uø�÷�5
XA

¶oµAî¯33ìwôv÷�3t/!6·ômñ�ì}ò�õ±÷ò�2·ì�í�÷òeñ¯®��ôv÷uø
÷�5

XA
ð·ì�ðEîmøjí±ìwôvòSúOðu÷.ñ}í�ð·ñzø+ùEî.24 òeñ¯®��ôv÷uø³/ví±ñzù·ñmõ±ðu÷·ômìeõ�>vð4z².í?2�7·ö)í?2�7·ö�7 2 /^ômñ

XA ∩ X
(c)
A = ∅

B 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ
XA

ð·ìµù·ì�2·ì}òeì�1oîRìwôvòTú òeñ òwïmñz÷�3 í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì�3 ù·ñ~¡�÷uð41^ñzïvò�1^ñ|3º7|¶
?�7�í±ì�3 ôRî.1�°¦ì¨ðEî�5�ºïzîRô¯> í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì¶ù·ñ¬¡�÷uð41^ñzïvò�1^ñ|3º7

X
(c) 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|3t/a�����

Ü.�4�!& ý���� � #
XA

/o÷�íEõuúà142EîRô¯1^ñzòeôv÷÷uòwù·ñmõ�>"5}ñzïzîRô�>"íEõuúOð·ì}öeñ�ô¯2Eî�í�÷4±u÷·ñzðuðuñvì ñ¯®vñ";
5�ðEî�6·ì}ðu÷·ì�íEõuúµòeñzù42zú!°¦ì}ðuð4z²¾3$îRômì�3$îRôv÷46·ì}ò�1u÷<²�ñ¯®¯¿?ì�1·ômñzï Û

X
∗
A = X

(c)
A .

p�q�r^sutcvcw�x�yzw�{ p
{�p�q�r^sutcvcw�x�yzw�{

r}|�~5��scw���� KA
v
|��

XA Kc
A = XA \KA

v
|��
XA

x��|5v
|���p
{�pcw��
r}|�~5��scw���� K

(c)
A

v
|��
X

(c)
A

(
K

(c)
A

)c
= X

(c)
A \K(c)

A
v
|��

X
(c)
A

xc

áoÛ â � �&Ü�Ý ã$à&îRß Þ àIå?Üòä±à �éì Ü`âaÞ � ß)â ��� åAÞ�Û Þ KA

â � è XA

ëvâ � â Ý1ß ì Ü`à àIå?Ü¬âMã$à&îRß Þ àIå?Ü"ä±à �Dì Ü`âaÞ � ßâ ��� åAÞ�Û Þ K(c)
A

â � è X
(c)
A = {xc : x ∈ XA}

Û�Û&æ³è � â � ãmà Ü`àIÛ�ß Ü Kc
A

Û (
K

(c)
A

)c �

µAî¯33ìwôv÷�3 ì�´�ì�/46·ômñ
X∗ ⊆ X

∗
A ⇐⇒ X ⊆ XA,

öSí±ì
X∗ = {xc : x ∈ X} B 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ+òeñ¯®��ôv÷uø³/Eòeñzù42zú!°¦ì}ðuð·ñvì

X
¶

À ù42·ì�í±ìeõ±÷�3Ðò�õ47!6Eîmøuð·ñvì}3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ)í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷uø¦òeñ¯®��ôv÷uø³/<�� .��(û�Ü��?��Ý�� ¹ ù·ñ}í
X

∗
A

/�1jî.1µ÷�5�33ì�2u÷�33ñvì�ñvômñ¯®�2Eî�°¦ì}ðu÷·ì

K∗
A : (Ω,F ,P) →

(
2X

∗

A, 22X
∗
A

)

÷ ðEî�5}ñzïmì�30ì}öeñ B �KþEû��! "��� � # #�����& ý���'�"�$#�c�����Ü.�4�!& ý���� � #
KA

¶øÞ�îmòwù42·ì�í±ìeõEì�;
ðu÷·ì�����Ü.�4�!& ý������$V$���KþEû��! "�����$VC�h#�����& ý���'�" 

K∗
A

òwïRú!5 îmð·ñ�ò©2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3
KAòeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷oú�3&÷

P(K∗
A = X∗) = P(KA = X), X∗ ⊆ X

∗
A.

2 � \	iøyk`<oFi	b$_F[H_Fi$mR_$f	oF]FX$Z�[H]�m$�eikn�pCfxysVY[�yk[H]FiwlF\	_FisVY\	XuVYikjk`<\	XFgöXF� XA

VY\	]FiknHiqZ�[H_F�}�?[
1/2
�C�O^$fkVY\	_FisVY\	X�m$�H\	iyk`<oFi	b$_F[H_FixpFbFlöZ�_Fiwvx[TVY\	ysf

XA

VYX$Z"Z�[H\	]FXF^F_F`|�
p
{KVYikjk`<\	XFgºoF]FX

p < 1/2
�
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K∗

A

í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷uø¸òeñ¯®�z;
ôv÷uø³/��� .��(û�Ü��?��Ý�� ¹ ù·ñ}í

X
∗
A

/wù·ñ}í�ômì�3à°¦ì
X

∗
A

ñzù42·ì�í±ìeõEì}ð·ñºì}öeñ©í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì
(K∗

A)c =
X

∗
A \K∗

A
B ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì×3&ð·ñ�°�ì}òeôvïmñ¦í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷uø�òeñ¯®�©ôz÷uø³/x��ý��� .��(û�Ü��?��Ý�� ¹ ù·ñ}í

X
∗
A Û

(K∗
A)c : (Ω,F ,P) →

(
2X

∗

A, 22X
∗
A

)
.

Þ�îmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì+í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷oú
(K∗

A)c ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTúÐ2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 ò}î¯33ñzöeñ¨òeñ";
ù42zú!°¦ì}ðuð·ñzöeñ.ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñÁ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

K∗
A

ñ�6·ì}ïv÷jí�ð4h3&÷�òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷oú�3&÷ Û
P((K∗

A)c = X∗) = P(K∗
A = (X∗)c), X∗ ⊆ X

∗
A.+�ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì

(K∗
A)c /x1jî.1¨÷ K∗

A

/�ñzù42·ì�í±ìeõEì}ð·ñù·ñ}í
X

∗
A

¶ø»�ñvówômñ|3º7µì}öeñ7óeõEì�33ì}ð·ôRî¯3&÷
33ñzö�7oô�®��ô¯>�ômñmõ�>¯1^ñ(í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷oúµòeñ¯®��ôv÷uø

xc ∈ X
∗
A

¶
»�ñzò�1^ñmõ�>¯1�7Oñzù·ì�2Eî.±u÷u÷7í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷oúµ÷�òeñzù42zú!°¦ì}ðu÷oúÃ1^ñ|3¼3º7oôRîRôv÷uïvð4 Û

(X∗)c = (Xc)∗ ,
ômñ

P((K∗
A)c = X∗) = P(Kc

A = X), X ⊆ XA

B í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì�1Ðõ�8�®vñ|3º7¶òeñzù42zú!°¦ì}ðuð·ñ|3 7¨ù·ñwí
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï"7¨òeñ¯®��ôv÷uø òeñzïvùEî�í�îRìwôOò
òeñzù42zú!°¦ì}ðuð4h3Äí±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì�3 ówômñzöeñ.ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî!¶

� ÅÐê�ÆÇÆ¸ç�ÈµÉ�ê*Ê�é*Ë ç ÌhÔ=Õ'Ê×Ö�Ø�é*Ë çÍÌ�Î�ÏaËÐÈ�êÂÑ ê êX� Ì×Æ¸ç}Ì�ê
��6cé �=í�H|õ	Bøë¼ò ë�ìÂñ�íWìÂð$;a� í
ò³î3B
õ%òxó�ô©ïöõ�÷�ð�ñS� ò ;�=øñ*îöë�÷
ÀO®�(6uð·ñ ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTú�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzòeô¯>�î õ±öeì�®�2"òeñ¯®��ôv÷uø³/ ù·ñvômñ|3º7×6·ômñ�ôRî.1^ñvì¬ñzù42·ì�;
í±ìeõEì}ðu÷·ì�/�ò�7!´�ì}òeôvïmì}ðuð·ñÐñzùu÷42Eî.8a´�ìwì}òTúÄðEîÃ5 î¯3u1uð�7oômñzòeô¯> î õ±öeì�®�2Eîm÷46·ì}ò�1^ñzøÄòeô¯2�7!1<;
ô"7!24 ñvôzð·ñzòw÷·ômìeõ�>vð·ñ¸ômìwñ�2·ìwôv÷41^ñ";k3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmì}ðuð4z²0ñzù·ì�2Eî.±u÷uø³/	ïvð·ì�¸¦ð·ìÐï¯ºöTõuúoí�÷·ô
ù42·ñ�´�ì�¶
ú�û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý����.ý0�D��ý�H���%$������
!�'���3{��ÿ[Nký��4ü0�������������� ¶"+�ïmìÄù·ñ}í�î õ±öeì�®�24 òeñ¯®��ôv÷uø

F1 ⊆ F ÷ F2 ⊆ F ðEî�5�ºïzî.8 ôvòTú���ýF�¯ ¯��������# � #���[	�����������.ý`þEÿ����Á�mý	�
�������������
P
]"/�ì}ò�õ±÷ ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3u õ�8�®��ì¦í�ïzîOòeñ¯®��ôv÷oú

x1
÷
x2
/Aù42u÷uðEî�íEõEì�°(î.´¦÷·ì.òeñvñvôvïmìwô�;

òeôvïmì}ðuð·ñ F1
÷ F2 Û

P(x1 ∩ x2) = P(x1)P(x2).ë�î¯3:°�ì(ù·ñvô¯2·ì�®.7zìwôvòSúá®vñmõEìwì�ñ¯®�´�ìwì�ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzòeôv÷¶ù42·ñz÷�5�ïmñmõ�>�;
ð4z² 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï òeñ¯®��ôv÷uø³/u1zñvômñ�24�ìµð·ìOñ¯®�ú!5 îRômìeõ�>vð·ñ¶úEïRõuú�8 ôvòTú î õ±öeì�®�2Eî¯3&÷³¶u»�ñ";
ò�1^ñmõ�>¯1�7¶ï7ôRî.1zñ|3 ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷u÷¨ð·ì(ù42·ì�í�ù·ñmõ�îmö�îRìwôvòTú¾5 î¯3u1uð�7oômñzòeô¯> 2Eîmòwò�3$îRô¯2u÷uïzî�;
ì�3uz²Ã3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï.òeñ¯®��ôv÷uø�ñvôvð·ñzòw÷·ômìeõ�>vð·ñ.ômìwñ�2·ìwôv÷41^ñ";k3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmì}ðuð4z²µñzù·ì�2Eî.±u÷uø³/
ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì"ï¯ºöTõuúoí�÷·ô.ò�õEñ�°.ð·ìwì�¶



æ ��� II �q�s�T�<���s�0 �¡��0¢�£R¤�¥
¦u§ ’2003 ¨©�sª.«?�T�<�0ª�¬" �¤
ú�û|ü�ý�þ!ýCÿ4ý����.ý4�D��ý�H���%$������
!�'���3 þy%v�1)¼
����&R�ý1���%G�������������� ¶�+�ïzîÄð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8(;

´¦÷<²jòTúá3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî7ò�õ47!6Eîmøuð4z²¨òeñ¯®��ôv÷uø
X, Y ⊆ XA ⊆ F ðEî�5�ºïzî.8 ôvòSúÐ��ýF�¯ ¯�����

����# � #���[	�����������.ý`þEÿ����Á�mý	�
�������������
P
]�ïvòTú�1u÷uøß2Eî�5|/41^ñzöSí�î�ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷oú

X(a) =
⋂

x∈Xa

x, Y (b) =
⋂

y∈Yb

y

õ�8�®�z²�ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï
Xa ⊆ X

÷
Yb ⊆ Y

ówôv÷<²Ã3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï�òeñ¯®��ôv÷uøµð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3u Û

P


 ⋂

x∈Xa+Yb

x


 = P


 ⋂

x∈Xa

x


P


 ⋂

y∈Yb

y


 .

^ ý�
�
_�X�#�}��ý�H���%$������
��*)�
����&R�ý1���%1��)M�Cÿ������������*)S�������������� ¶�É �" ���ý�Ü�ý	��ý��}ý�b| $7h�
C�� ¹ �$�¾#�����& ý���'�" ��KþEû��! "��� �º¹ ��� ��� ����

X, Y ⊆ XA ⊆ F ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3u×9Iñvôvð·ñ";
òw÷·ômìeõ�>vð·ñ+ïmì�2·ñ}úuôzð·ñzòeôv÷

P
=µ�"�$�Ab����à�� ��Icdb|�$VTü" à� ��ç ý�ü�����ý������
X(a) =

⋃

x∈Xa

x, Y(b) =
⋃

y∈Yb

y

þA7 ���º¹ Ü���ü�#�����& ý���'�
Xa ⊆ X

�
Yb ⊆ Y

«"�� ¹ #�����& ý���'����� ��� �������ýF�¯ ¯�����
����# � �

P




 ⋃

x∈Xa

x


 ∩


 ⋃

y∈Yb

y




 = P


 ⋃

x∈Xa

x


P


 ⋃

y∈Yb

y


 .

��6 è ê�ì×í
ò ë ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï�ð�ñS�%òxó�ô©ïöõ�÷�ð�ñS� ò ;�=øñ*îöë�÷
+�ñzù�7^òeôv÷�3t/u6·ômñ�ù·ñ}í 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|3 òeñ¯®��ôv÷uø

XA
/u1^ñvômñ�2·ñvìÃ2Eî�5�®z÷·ômñ ðEîµí�ïzî ù·ñwí4;

3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî
XA = YN + ZM ,

ñzù42·ì�í±ìeõEì}ð·ñ�ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìµ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ+ò�õ47!6Eîmøuð4z²�òeñ¯®��ôv÷uø
KA

/jí�ïmì"ù42·ñvì�14±u÷u÷Ã1^ñ";
ômñ�2·ñzöeñ.ðEî(ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ YN Û

KN = KA ∩ YN ,

÷�ðEî(ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ ZM Û
KM = KA ∩ ZM ,

B ówômñ¦ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3u�ì ò�õ47!6Eîmøuð4�ì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²7òeñ¯®��ôv÷uø+ò òeñvñvôvïmìwô�;
òeôvï"7!8a´¦÷�3&÷¾33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3&÷ß2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú?33÷�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}øñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷uø Û

u′(0), . . . , u
′
(m), . . . , u

′
(M), u′′(0), . . . , u

′′
(n), . . . , u

′′
(N).

ë�îmù·ñ|3&ðu÷�3t/



�q�0�<��ãeä��	å æ ���
ú�û|ü�ý�þ!ýCÿ!ý����.ý��D��ý�H���%$������
��ºý �Cÿ������������ºý"
����&R�ý1���%1���������������� ¶&��õ47!6Eîmøuð4�ìz3&ð·ñ";

°¦ì}òeôvïzî¨òeñ¯®��ôv÷uø
KN

÷
KM

/�ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðuð4�ìù·ñ}í ð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8a´¦÷�3&÷uòTú�3&ð·ñ�°¦ì�;
òeôvïzî¯3&÷µòeñ¯®��ôv÷uø YN

÷ ZM
òeñvñvôvïmìwôvòeôvïmì}ðuð·ñ�/�ðEî�5�ºïzî.8 ôvòTúÇ��ýF�¯ ¯��������# � #���/Eì}ò�õ±÷

íEõuúõ�8�®vñzöeñ
X ⊆ YN ∪ ZM

ï¯ºù·ñmõ±ð·ì}ð·ñ�ñ}í�ð·ñ.÷�5�ò�õEì�í�7!8a´¦÷<²à7^ò�õEñzïv÷uø Û
P(KN +KM = X) = P(KN = X ∩ YN)P(KM = X ∩ ZM),

P(KN +KM ⊆ X) = P(KN ⊆ X ∩ YN)P(KM ⊆ X ∩ ZM),

P(X ⊆ KN +KM) = P(X ∩ YN ⊆ KN)P(X ∩ ZM ⊆ KM).6�ñ";Mù·ì�2uï¯z²³/jù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7.ñ¯®vì�ù42·ñvì�14±u÷u÷
KN

÷
KM

ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ*3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî
KAñzù42·ì�í±ìeõEì}ð4 ù·ñ}í¶ð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8a´¦÷�3&÷uòTúß3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî¯3&÷µòeñ¯®��ôv÷uø YN

÷ ZM
/�1^ñvômñ";

24�ì"ñ¯®�2Eî�5�7!8 ô'2Eî�5�®z÷·ì}ðu÷·ìÂ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî(òeñ¯®��ôv÷uø
XA

/uômñ

KA = KN +KM .

6�ñ";Mïmômñ�24z²³/jï�òw÷oõ47�ômñzöeñ=6·ômñ¦ù42·ñvì�14±u÷u÷+ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3u�/|2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì ò�õ47!6Eîmø<;
ð·ñzöeñß3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzîòeñ¯®��ôv÷uø

KA
ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTú ÷<²�33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3&÷�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷<;

ú�3&÷
u′(m)

÷
u′′(n)

¶[8 ðEî�6·ì"öeñzïmñ�2zúø/

1 − u(m,n) =
(
1 − u′(m)

) (
1 − u′′(n)

)
(i)

íEõuú
m = 0, . . . ,M, n = 0, . . . , N

/uöSí±ì

u(m,n) = P


 ⋃

z∈Zm

z
⋃

y∈Yn

y


 = P(KA 6⊆ (Zm + Yn)

c)

B 33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4�ì)ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷(ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷uø³/Rñzù42·ì�í±ìeõuú�8a´¦÷·ìh2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì
KA

¶
& ý.ü�%���ý�û|ü�ý�þ
û��"ÿ��&R�ý����.ý ¶"»�2·ì�í�ù·ñmõEñ�°.÷�3¶ômì}ù·ì�24>4/"6·ômñ�ù42·ñvì�14±u÷oú

KN
B ówômñ�ò�õ47|;6Eîmøuð·ñvì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ�òeñ¯®��ôv÷uø³/·ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3u©²+ï¦òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷ YN

¶O6 ówômñ|3Äò�õ47!6EîRì
33ñ�´¦ð·ñzòeô¯>"ówômñzø+ù42·ñvì�14±u÷u÷+÷�33ìwìwô×®z÷uð·ñ|3&÷Eî õ�>vð·ñvìa2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�/^îÂ33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4�ì
ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷�ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷uø÷�33ì�8 ô.ïv÷jí Û

u′′(n) = u̇(n) = 1 − (1 − p)n, n = 0, . . . , N.

»�2u÷¶ôRî.1^ñzø ù42·ñvì�14±u÷u÷â33ñ�´¦ð·ñzòeôvð·ñvì�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñß3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî
KAï¯ºöTõuúoí�÷·ô.ò�õEì�í�7!8a´¦÷�3-ñ¯®�2Eî�5}ñ|3 Û

1 − u(m,n) = (1 − p)n
(
1 − u′(m)

)
(ii)

íEõuú
m = 0, . . . ,M, n = 0, . . . , N

¶
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e I�4ü���ýàû|ü�ý�þ
û��"ÿ��&R�ý����.ý ¶ø»�2·ì�í�ù·ñmõEñ�°.÷�3 ì�´�ì�/³6·ômñÐù42·ñvì�14±u÷oú

KM
B ówômñµò�õ47|;

6Eîmøuð·ñvì 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ ð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1jî.8a´¦÷<²jòTú òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² ò�õ47!6Eîmøuð4z² òeñ¯®��ôv÷uø³¶
@�ñzöKí�î=33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4�ì�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôv÷7ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷uø(íEõuú7ówômñzø7ù42·ñvì�14±u÷u÷7÷�33ì�8 ô�ïv÷jí Û

u′(m) = mp, m = 0, . . . ,M.
»�2u÷¶ôRî.1^ñzø ù42·ñvì�14±u÷u÷�33ñ�´¦ð·ñzòeôvð·ñvì*2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì(ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

KAï¯ºöTõuúoí�÷·ô.òeñzïvòeì�3-ù42·ñzòeômñ Û
1 − u(m,n) = (1 − p)n(1 −mp) (iii)

íEõuú
m = 0, . . . ,M, n = 0, . . . , N

¶
?�ì�5 ñzòeñ¯®vñzöeñ-ô¯2�7}í�î:33ñ�°.ð·ñ ñzù42·ì�í±ìeõ±÷·ô¯>Ð®vñmõEìwì ñ¯®�´¦÷·ì ôRî.1 ðEî�5�ºïzîRì�3u�ì5\

l
;

î.2uð4�ì�\X9
l ≥ 2

=©òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4�ì�ò�õ47!6Eîmøuð4�ìµ3&ð·ñ�°�ì}òeôvïzî�òeñ¯®��ôv÷uø
XL1,...,Ll

/41^ñvômñ";
24�ì�úEïRõuú�8 ôvòTú�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uh3¨ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷·ì�3¨òwïmñz÷<²

l
ù42·ñvì�14±u÷uø�ù·ñ}í

l
;	9�2Eîmö�33ì}ð·ô�;

ð4h3 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ|30òeñ¯®��ôv÷uø
XL1,...,Ll

= XL1
+ . . .+ XLl

¶?À í�ðEî.1^ñ(íEõuú¾±·ìeõEì}øµù·ñ";
òeô¯2·ñvì}ðu÷oú ó}ïmì}ð·ômñmõEñzöw÷46·ì}ò�1u÷<²�33ñ}í±ìeõEì}ø¶úoí?2Eîù·ñ�1oî÷uòwù·ñmõ�>"5�7!8 ôvòTú�ð·ì�®vñmõEìwì�/³6·ì�3
� ���� $�?� � ý òeô¯2·ñzöeñ-òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4�ì ò�õ47!6Eîmøuð4�ìâ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî¸òeñ¯®��ôv÷uø

KM,N
ù·ñ}í

XM,N
¶

� ��� Î�Æ�Î�É���ê � Æ
Ì�ê�ÆÇÆ¸ç�ÈµÉ�ê*Ê�é*ËR� ÌhÔ=Õ'Ê×Ö�Ø�é*ËR� Æ�é=Î�Ù ç}Ì�È�æ Ì�Î�ÏaËÐÈ�ê*Ø

8a5}ñ|33ñ�249�÷�5�3 B ñ}í�ð·ñ ÷�5 ñzòwð·ñzïvð4z² ù·ñzðoúuôv÷uø òeñzï¯2·ì�33ì}ðuð·ñzø 3$îRômì�3$îRôv÷41u÷³/�ïmñ.5�;
ðu÷414¸�ìwì�òwðEî�6Eî õ�î�ï7î õ±öeì�®�2·ì�/Eð·ñ.ñ�1oî�5 îmï¯¸�ìwì}òTú�ïmì}ò�>�3$î(ò�7!´�ì}òeôvïmì}ðuð4h3-íEõuúÐñ¯®�´�ì�;
öeñ�ù·ñzðu÷�3$îmðu÷oúµòeô¯2·ñvì}ðu÷oúµ÷ñ¯®mõ�îmòeôv÷µïmñ.5�33ñ�°.ð4z²µù42u÷�33ì}ð·ì}ðu÷uøß1oî�°�í±ñzöeñ'2Eî�5eí±ìeõ�î
3$îRômì�3$îRôv÷41u÷³¶¼»�ñzðoúuôv÷·ì7÷�5}ñ|33ñ�249�÷�5�3$îÐïmñ.5�ðu÷41oõEñ¨ïµômìwñ�2u÷u÷-ö�2�7·ùuù³/�öSí±ì7ïvù·ì�2uï¯�ì
®�©õ�ù·ñzðoúuô¦ômñvô*9"î.1·ô�/!6·ômñ(÷�5�7!6·ì}ðu÷·ì ïvð�7oô¯2·ì}ðuð·ì}øOòeô¯2�7!1·ô"7!24 í�ï"7|²7÷�5}ñ|33ñ�249�ð4z²
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï-óeõEì�33ì}ð·ômñzï ù42·ì�í�òeôRîmïRõuúuìwô òeñ¯®vñzø ñwí�ð�7 ÷ ô"7 °¦ìá5 î�í�î�6�7|¶��©7!´�ì}òeôvïmñ";
ïzîmðu÷·ìµówômñzöeñÇ9"î.1·ôRî¸ù·ñ}í
33ìwôv÷oõ%Þ ¶ +�ì�1oî.2·ô�/	ñzð ù42·ì�í�ïv÷jí±ìeõ ïmñ.5�33ñ�°.ð·ñzòeô¯>¼\�ñvômñ�°*;
í±ì}òeôvïRõuúuô¯>o\�÷�5}ñ|33ñ�249�ð4�ì.ñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷oú¸÷oõ±÷ ñzù·ì�2Eî.±u÷u÷¸÷�ðEî�5�ºïzî õ¸÷<²¼\�ù·ñ}í±ñ¯®zð4z;
3&÷�\"¶*@ ì�2�3&÷uð±\�÷�5}ñ|33ñ�249�÷�5�3�\µ®�©õ�ïvïmì�í±ì}ð ïòeì�2·ì�í�÷uð·ì��0��� ïmì�1oî!¶!�¬ñzï¯2·ì�33ì}ðuðEî ú
ômì�2�3&÷uð·ñmõEñzöw÷oúß7oôvïmì�2mí�÷oõ�îmò�>.ù·ñzò�õEì×2Eî"®vñvô}ÒO¶ ë�¢wômì�2³¶
¶A6cé �×í�;	<
í�îöë���; � ìÂð$;U� í
ò³î3B³íxð�ð�ñ�íÄ;d�¼í�<!õ���ë�ë

ðöõa� òxó�ô©ïöõ�÷�ð�ñ'ìÂë ìÂð$;U� í
ò³î3B
õ�ìÂë%ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï�ð�ñS� ò ;�=øñ*îöë�÷
� ý��4ü�ý�
_���#���L����%��|ü������&����'����ò����
�
qý�<ü��������'����"�Cÿ������������*)�������������ò������'���I"ýCÿy3$���
"ý��4ü�ý����xv� . 
����&R�ý����%�ý��'���*):�4û�ý.ü$���O����� ¶yÀt�Kþ��

K
(1)
A , . . . , K

(n)
A



�q�0�<��ãeä��	å æ � �

� ��ýF�¯ ¯��������# � ý=�Á���"�"��bzû�Ü����"������KþEû��! "��� � ý×#�����& ý���'�" �����#a#�ý�O�?����� �º¹ �����
��� ����Ocö��Ü.��ý�ümý`þ�ý���� � ýaÜ���ü

XA
c ���þA7 �  �� .ý��R��ý���Ab|���T#�����& ý���'�mý����� ��Ã��Ü�ý	�� "�

�����¾�� Rü�����#��½Ü��R�
��& ü" vý� Ü���ü
XA

�KþEû��! "�����RýO#�����& ý���'�"���×����#a#�ý�O�?����� � #
�� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý�����ýs#�¶
w ��x���H��&"ýCÿy3��(�%�� ¶o+�ñzòeô îRôvñ�6uð·ñ�ù·ñ�1oî�5 îRô¯>4/³6·ômñµòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4h3%2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷<;

ì�3-ñ¯®mõ�î�í�î.8 ô(í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì
(KA)c ÷µð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñvì�ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷·ì K ′

A ∩K ′′
A

9q÷oõ±÷ B
í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì

(KA)c ÷�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñvì�ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷·ì K ′
A∪K ′′

A

=?ò�õ47!6Eîmøuð4z²*3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²�òeñ¯®��ôv÷uø³/vù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7�ïvòeì©ñzòeôRî õ�>vð4�ìºômìwñ�2·ìwôv÷41^ñ";k3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmì}ðuð4�ì
ñzù·ì�2Eî.±u÷u÷Ã33ñ�°.ð·ñ+ï¯(2Eî�5�÷·ô¯>'6·ì�2·ì�5"ówôv÷7í�ïmì×®^î�5�÷uòwð4�ì�ñzù·ì�2Eî.±u÷u÷³¶

;�=��©÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñzòeô¯>Á2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oúOí±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷oú
(KA)c 1�ò�õ47!6Eîmøuð·ñ|3º7Ã3&ð·ñ";

°¦ì}òeôvï"70òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² òeñ¯®�©ôz÷uø
KA

ð·ì�33ì�íEõEì}ðuð·ñÄò�õEì�í�7zìwô¸÷�5¶ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú ÷
ñzòwð·ñzïvð4z²�òwïmñzøuòeôvï�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²µòeñ¯®��ôv÷uøº9bõEì�3¼3u°�(÷ +�=C¶
® =O·�ômñ¯®� í±ñ�1oî�5 îRô¯>7òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñzòeô¯> 2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú¨ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzöeñ7ù·ì�2·ì}òeì�;6·ì}ðu÷oú

K∩
A = K ′

A∩K ′′
A

í�ï"7|².òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²+ò�õ47!6Eîmøuð4z²�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï�òeñ¯®��ôv÷uø
K ′

A÷
K ′′

A

/�ï+òw÷oõ47õEì�3¼3u +Az·í±ñzòeôRîRômñ�6uð·ñ+í±ñ�1oî�5 îRô¯>4/?6·ômñà2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�ì}öeñ7ïmì�2·ñ}úuô";
ð·ñzòeômì}ø

p∩(X) = P(K∩
A = X)

5 îmïv÷uòw÷·ô(ômñmõ�>¯1^ñ.ñvôÁ33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷ |X| /Eî(ð·ì"ñvô�ò}î¯3&÷<²�ù·ñ}í
3&ð·ñ�°�ì}òeôvï X ⊆ XA Û
p∩(X) = p∩(|X|), X ⊆ XA.

6 ò}î¯33ñ|3Äí±ìeõEì�/
p∩(X) = P(K ′

A ∩K ′′
A = X) =

∑

X ′∩X ′′=X

P(K ′
A = X ′, K ′′

A = X ′′) =

=
∑

X ′∩X ′′=X

P(K ′
A = X ′)P(K ′′

A = X ′′) =
∑

X ′∩X ′′=X

p′A(|X ′|)p′′A(|X ′′|).
+"õuú�òeñ�142Eî.´�ì}ðu÷oú�5 îmùu÷uòw÷ ñ¯®vñ.5�ðEî�6u÷�3

a = |X|, a′ = |X ′| − a, a′′ = |X ′′| − a
¶

@ ñzöSí�î
∑

X ′∩X ′′=X

p′A(|X ′|)p′′A(|X ′′|) =
∑

a′+a′′≤A−a

Ca′

A−aC
a′′

A−a−a′p′A(a+ a′)p′′A(a+ a′′),

ù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7 6u÷uò�õEñ ùEî.2 ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï
X ′ ÷ X ′′ /¬ôRî.1u÷<²³/(6·ômñ X ′ ∩ X ′′ = X

÷
a = |X|, a′ = |X ′| − a, a′′ = |X ′′| − a

/42Eîmïvð·ñ
Ca′

A−aC
a′′

A−a−a′

¶?À�ôvò�8¬í�î¦úEòwð·ñ�/46·ômñ
ò�743¼3$î�òwù42Eîmïzî�÷�33ìwìwô ñ}í�ð·ñ"÷¦ôvñ�°¦ìt5�ðEî�6·ì}ðu÷·ì¬íEõuú¦õ�8�®�z²�ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï

X
ñ}í�ð·ñzø

÷ômñzø °¦ìµ33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷
a = |X| ¶o��õEì�í±ñzïzîRômìeõ�>vð·ñ�/

p∩(X) = p∩(|X|), X ⊆ XA.

@ ìwñ�2·ì�3$î�í±ñ�1oî�5 îmðEî!¶
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ú�û|ü�ý�þ!ýCÿ4ý����.ý �	����
�
qý�<ü��������ºý�����%���x(�<û����'����,�Cÿ������������*){
����&R�ý1���%��������������� ¶

Z^ñzïmñ�2vúuô�/|6·ômñ¦òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeô¯>�ò�õ47!6Eîmøuð4z²�3&ð·ñ�°�ì}òeôvï�òeñ¯®��ôv÷uø³/^ñzù42·ì�í±ìeõEì}ðuð4z².ù·ñ}í
XA

/z÷�33ìwìwô"òeñzï�33ì}òeôvð·ñvìµ����#a#�ý�O�?�������Rý�2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì ïvòTú�1u÷uø�2Eî�5|/¯1^ñzöSí�î�ù·ì�2·ì�;
òeì�6·ì}ðu÷oúÐ2Eîmïvð·ñ|33ñ�´¦ð4z² ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï ówômñzø òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷ ÷�33ì�8 ô ñ}í�÷uðEî.1zñzï¯�ì
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4�ìµ2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú�ù·ñ}í

XA
¶

^ ý�
�
_� ¶��©ü����� $b|�"�.�¼�� ¯��Ü"��ý�ümýKþ�ý��4� � ý}����#a#�ý�O������� � ýz�KþEû��! "��� � ý�#�����& ý���'�" 
��ýF�¯ ¯��������# � �:���"�"��bzû�Ü����"��*�Ó�"�$�Ab���� �� ��Ic�b|�$VTü" ���"��#�ý�������Rýà�� .��Ü.��ý�ümý`þ�ý�����ý
«"����â���"�"��bzû�Ü����"������KþEû��! "��� �º¹ #�����& ý���'�Á����#a#�ý�O�?��������e
¶A6 è � Ho;©ì";	<yÇ�ë�H!ì ì×í[�¼�¼ô ò ;�BA;d�ºôd��ð$;�ò³î³ùzìÂë ò ë�ìÂì×í�î�<xë�ï�ð�ñS� òxó�ô �ïöõ�÷�ð�ñS� ìÂð$;a� í
ò³î3B ò ;�=øñ*îöë�÷ ë �¼í�ó©;©ï�ë¼òxó}íxð�ð�ñS� òxó�ô©ïöõ�÷�ð�ñS�

B³í�ótë�ï�ë�ð
»�ñzò�1^ñmõ�>¯1�7 2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì-òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð·ñzöeñ ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ%3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî òeñ¯®��ôv÷uø
ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTúà2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3Äì}öeñ�33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷³/·÷OðEîRñ¯®vñ�2·ñvô�/oômñ'33ì�°�í�7Oòeñzïmñ�1�7·ù<;
ð·ñzòeô}ú�3&÷á2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø¨òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² ò�õ47!6Eîmøuð4z²â3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïOù·ñ}í

XA
÷á2EîmòC;

ù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷uø:±·ìeõEñ�6u÷uò�õEì}ðuð4z² ò�õ47!6Eîmøuð4z²0ïmìeõ±÷46u÷uð ù·ñ}í {0, . . . , A} ò�7!´¦ì}òeôvï"7vìwôô¯2u÷uïv÷Eî õ�>vð4ºø�÷�5}ñ|33ñ�249�÷�5�3t/|7^òeôRîmðEîmïRõ±÷uïzî.8a´¦÷uøï"5 îm÷�3&ð·ñ¦ñ}í�ð·ñ.5�ðEî�6uð·ñvì òeñvñvôvïmìwô�;
òeôvïv÷·ì

ϕ(a) = Ca
XA
, ψ

(
Ca

XA

)
= a

33ì�°�í�7�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeô¯>¯8�±·ìeõ�z²×6u÷uòeìeõ�÷"òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeô¯>¯8-ò�õEñvì}ïºù·ñwí
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïa3&ð·ñ";
°¦ì}òeôvïzî

XA Û
{0, . . . , A} ⇐⇒

{
C0

XA
, . . . , CA

XA

}
.��î.10÷0ù·ñmõ�îmö�îRìwôvòTú0ù42u÷0÷�5}ñ|33ñ�249�÷�5�33ì�/�1oî�°�í±ñzø0ñzù·ì�2Eî.±u÷u÷0ðEî�í òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46<;

ð4h3&÷.ò�õ47!6Eîmøuð4h3&÷'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî¯3&÷.òeñ¯®��ôv÷uø�ù·ñ}í
XA

òeñvñvôvïmìwôvòeôvï"7zìwô�÷�5}ñ|33ñ�249�ðEî ú
ì}ø ñzù·ì�2Eî.±u÷oúÄðEî�íÐ±·ìeõEñ�6u÷uò�õEì}ðuð4h3&÷¸ò�õ47!6Eîmøuð4h3&÷¸ïmìeõ±÷46u÷uðEî¯3&÷¸ù·ñ}í {0, . . . , A} ¶Þ�îmòwò�33ñvô¯2u÷�3 ù42u÷�33ì�24 ÷�5}ñ|33ñ�249�ð4z²�ñzù·ì�2Eî.±u÷uø³¶

f�ø·÷Oøûú V,�u��&ýc�/ <��������ý
	��; <�������$#��z�[þ�O2�&ý����£ý�������������! "���$#Fý�þ�ÿ��%�����
»a7^òeô¯>

K ′
A

÷
K ′′

A
B í�ïzî ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz²�33ì�°�í�7(òeñ¯®vñzø(ò�õ47!6Eîmøuð4z²'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òw÷�3 ;33ìwô¯2u÷46uð4z²-òeñ¯®��ôv÷uø-ù·ñ}í

XA
ò+÷uðjí�÷uïv÷jí�7jî õ�>vð4h3&÷Ð2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú�3&÷W33ñ�´¦ð·ñ";

òeôv÷
π′A(a) = Ca

Ap
′
A(a)

÷
π′′

A(a) = Ca
Ap

′′
A(a)

òeñvñvôvïmìwôvòeôvïmì}ðuð·ñ�¶qÞ�îmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì(÷<²
ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzöeñ¦ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷oú B ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñ�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

KA = K ′
A ∩K ′′

A

/jñzù42·ì�í±ì�;
õEì}ðuð·ñzöeñ�ôRî.1�°�ì¦ù·ñ}í

XA
/·ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTúÃ33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3&÷µïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô}ú�3&÷

p∩A(a) = P(K ′
A ∩K ′′

A = Ya) =
∑

X ′∩X ′′=Ya

P(K ′
A = X ′)P(K ′′

A = X ′′) =



�q�0�<��ãeä��	å æ � �

=
∑

Ya⊆X ′

P(K ′
A = X ′)

∑

X ′∩X ′′=Ya

P(K ′′
A = X ′′).

6 ±·ìeõuú�²¸òeñ�142Eî.´�ì}ðu÷oú�5 îmùu÷uòw÷¨í±ñzöeñzïmñ�2u÷�3&òTú ñ¯®vñ.5�ðEî�6EîRô¯>
a′ = |X ′|, a′′ = |X ′′| ¶@ ñzöSí�î

∑

Ya⊆X ′

P(K ′
A = X ′)

∑

X ′∩X ′′=Ya

P(K ′′
A = X ′′) =

∑

Ya⊆X ′

p′A(a′)
∑

X ′∩X ′′=Ya

p′′A(a′′).

µAî¯33ìwôv÷�3t/46·ômñ+ïvð�7oô¯2·ì}ðuðoú·úÐò�743¼3$î*2EîmïvðEî
∑

X ′∩X ′′=Ya

p′′A(a′′) = P(K ′′
A ∩X ′ = Ya) = P(K ′′

X ′ = Ya) = P(K ′′
a′ = Ya) = p′′a′(a),

öSí±ì
K ′′

X ′ = K ′′
a′
B ù42·ñvì�14±u÷oú

K ′′
A

ðEî
a′
;Mù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ

X ′ ⊆ XA
¶�@3î.1u÷�3 ñ¯®�2Eî�5}ñ|3t/

p∩A(a) =
∑

Ya⊆X ′

p′A(a′) p′′a′(a),

öSí±ì�ò�743¼33÷42·ñzïzîmðu÷·ì�ù42·ñz÷uòR²^ñ}í�÷·ô7ù·ñ+ù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî¯3
X ′ /±òeñwí±ì�2�°(î.´¦÷�3:1^ñzð4142·ìwô�;

ð·ñvì
Ya ⊆ XA

¶ò@3î.1 1jî.1 6u÷uò�õEñ
a′
;Mù·ñwí
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï4/�òeñ}í±ì�2�°(î.´¦÷<² 1^ñzð4142·ìwôvð·ñvì

a
;

ù·ñ}í
3&ð·ñ�°�ì}òeôzïmñ�/�2Eîmïvð·ñ
Ca′−a

A−a

/Eômñ7ù·ì�2·ì�²^ñ}í¨ï�ówômñzø¾9 ñ�2�3º7�õEì=1Ðò�743¼3&÷42·ñzïzîmðu÷48 ù·ñ
33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

a′
ù·ñwí
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï

X ′ í�îRìwô�9 ñ�2�3º7 õ47

p∩A(a) =
∑

a≤a′

Ca′−a
A−a p

′
A(a′) p′′a′(a) (∩)

íEõuú 33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z² ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}ø ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzöeñ¸ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷oú0ò�õ47!6Eîmøuð4z² 3&ð·ñ";
°¦ì}òeôvï

K ′
A

÷
K ′′

A

òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²µòeñ¯®��ôv÷uø³¶
 !��
qý��������.ý ¶$¥&ò�õ±÷

K ′
A

÷
K ′′

A
B ò�õ47!6Eîmøuð4�ì(3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² p;Mòeñ¯®�z;ôv÷uø³/±ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz²ï�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷³/uômñ+÷<²�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñvì�ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷·ì

K∩2
A = K ′

A ∩K ′′
A

B ówômñ¦ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìO3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ¦òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²
p2 ;Mòeñ¯®��ôv÷uø³/^ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz².ï�òeñzïmñ";

1�7·ùuð·ñzòeôv÷³¶
+�ì}øuòeôvïv÷·ômìeõ�>vð·ñ�/Eù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7ï(ówômñ|3 ò�õ47!6EîRì

p′A(a′) = pa′

(1 − p)A−a′

, p′′a′(a) = pa(1 − p)a′−a,
ômñ+÷�5�9 ∩ =©ù·ñmõ47!6EîRì�3

p∩2
A (a) = p2a(1 − p2)A−a.

ë�ñ�2Eîmïmì}ðuòeôvïzî

p∩2
A (a) = qa(1 − q)A−a = p2a(1 − p2)A−a, a = 0, . . . , A (∩2)

ñ.5�ðEî�6Eî.8 ô�/?6·ômñ
K∩2

A
B ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì=3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ7òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

q
;Mòeñ¯®��ôv÷uø³/±ð·ì�5 î�;

ïv÷uòw÷�3uz²�ï�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷³/EöSí±ì
q = p2 ¶
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f�ø·÷Oø·÷ `�þ � þ5	����������Mý
	��; <�����[þ�iIþ��z�[þ�O2�&ý�������ý�������������! "���$#Fý�þ�ÿ��%�����
»a7^òeô¯>

KA
B ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ¦òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

p
;Mòeñ¯®��ôv÷uø7ù·ñwí

XA
ò�÷uðjí�÷<;

ïv÷jí�7jî õ�>vð4h3:2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì�3 33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷
πA(a) = Ca

Ap
′
A(a)

¶[¥&öeñ�í±ñzù·ñmõ±ð·ì}ðu÷·ì
Kc

A = XA \KA

B ówômñ¦ò�õ47!6Eîmøuð·ñvìO3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ�òw÷�3u33ìwô¯2u÷46uð4z²
(1− p)

;Mòeñ¯®��ôv÷uø³/<1^ñvômñ�2·ñvì�ñzù42·ì�í±ì�;
õuúuìwôvòTú�ù·ñ}í

XA
33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3&÷µïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô}ú�3&÷

pc
A(a) = pA(A− a), a = 0, . . . , A. (c)

f�ø·÷OøG_ ü´ÿ<���:9(�����������Mý
	��; <�������$#��z�[þ�O2�&ý����£ý�������������! "���$#Fý�þ�ÿ��%�����
»a7^òeô¯>

K ′
A

÷
K ′′

A
B í�ïzî ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz²�33ì�°�í�7(òeñ¯®vñzø(ò�õ47!6Eîmøuð4z²'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òw÷�3 ;33ìwô¯2u÷46uð4z²-òeñ¯®��ôv÷uø-ù·ñ}í

XA
ò+÷uðjí�÷uïv÷jí�7jî õ�>vð4h3&÷Ð2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú�3&÷W33ñ�´¦ð·ñ";

òeôv÷
π′A(a) = Ca

Ap
′
A(a)

÷
π′′

A(a) = Ca
Ap

′′
A(a)

òeñvñvôvïmìwôvòeôvïmì}ðuð·ñ�¶qÞ�îmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷·ì(÷<²
ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzöeñ�ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷oú B ò�õ47!6Eîmøuð·ñzöeñµ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî

KA = K ′
A∪K ′′

A

/vñzù42·ì�í±ì�;
õEì}ðuð·ñzöeñ7ô î.1�°¦ì(ù·ñ}í

XA
/x33ñ�°.ð·ñù·ñmõ47!6u÷·ô¯>4/�ù·ñzïmômñ�2u÷uïOï¯(1oõ�î�í?1u÷³/�îmðEî õEñzöw÷46uð4�ì

ômì�3t/u1^ñvômñ�24�ì�ù42u÷uïmìeõ±÷Ð1 33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3 ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô}ú�3 ù·ì�2·ì}òeì�6·ì}ðu÷oú-ówôv÷<² ò�õ47|;
6Eîmøuð4z²à33ð·ñ�°¦ì}òeôvï4¶!À í�ðEî.1^ñ�ô î.1^ñzø7ù�7oô¯>"í±ñzïmñmõ�>vð·ñ×7oômñ|3&÷·ômìeõEì}ð³¶�Zzñ�2Eî�5eí±ñ=1^ñ�2·ñ�6·ì
ômñzöeñâ°¦ìÃ2·ì�5�7 õ�>�ô îRôRî�33ñ�°.ð·ñ¨í±ñ¯®z÷·ô¯>vòTúø/&ì}ò�õ±÷¸íEõuú ò�õ47!6Eîmøuð4z²:3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï òeñ¯®�z;
ôv÷uø

K ′
A

÷
K ′′

A

ïmñzòwù·ñmõ�>"5}ñzïzîRô¯>vòTú�ômìwñ�2·ìwôv÷41^ñ";k3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmì}ðuð4h3&÷ òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷oú�3&÷
í±ì�¡ñ�2uö�îmðEî Û

K ′
A ∪K ′′

A =

(
(K ′

A)c ∩ (K ′′
A)c

)c

.

8a5"ówôv÷<²µòeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷uø³/±î�ô î.1�°¦ì¦÷�5�òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷uøº9 ∩ =�÷{9 c =©ò�õEì�í�7zìwô�9 ñ�2�3º7 õ�î
p∪A(a) =

∑

a′≤a

Ca′

a p′A(a′) pA−a′(a− a′), (∪)

íEõuúÐ33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4z²¸ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeômì}øÄð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñzöeñµñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷oú í�ï"7|²Äò�õ47!6Eîmøuð4z²
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï.òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²µòeñ¯®��ôv÷uø³¶
 !��
qý��������.ý ¶$¥&ò�õ±÷

K ′
A

÷
K ′′

A
B ò�õ47!6Eîmøuð4©ì(3&ð·ñ�°�ì}òeôvïzî�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² p;Mòeñ¯®�z;ôv÷uø³/±ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz²ï�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷³/uômñ+÷<²�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñvì�ñ¯®¯¿?ì�í�÷uð·ì}ðu÷·ì

K∪2
A = K ′

A ∪K ′′
A

B ówômñ¦ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì�3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²
(1− (1− p)2)

;Mòeñ¯®��ôv÷uø³/jð·ì�5 îmïv÷uòw÷<;
3uz²�ï�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷³¶
+�ì}øuòeôvïv÷·ôvìeõ�>vð·ñ�/Eù·ñzò�1zñmõ�>¯1�7�ï�ówômñ|3 ò�õ47!6EîRì

p′A(a′) = pa′

(1 − p)A−a′

, p′′A−a′(a− a′) = pa−a′

(1 − p)A−a,



�q�0�<��ãeä��	å æ � ²
ômñ+÷�5�9 ∪ =©ù·ñmõ47!6EîRì�3

p∪2
A (a) = (1 − p)2(A−a)

(
1 − (1 − p)2

)a
.

ë�ñ�2Eîmïmì}ðuòeôvïzî

p∪2
A (a) = qa(1 − q)A−a =

(
1 − (1 − p)2

)a
(1 − p)2(A−a), a = 0, . . . , A, (∪2)

ñ.5�ðEî�6Eî.8 ô�/?6·ômñ
K∪2

A
B ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì=3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ7òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

q
;Mòeñ¯®��ôv÷uø³/±ð·ì�5 î�;

ïv÷uòw÷�3uz²�ï�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷³/EöSí±ì
q = 1 − (1 − p)2 ¶

f�ø·÷Oøgf �z�"Tc�[þ'ý����,9(�5��#-ý
	��; <�������$# �z�[þ�O2�&ý����£ý�������������! "���$#Fý�þ�ÿ��%�����
»a7^òeô¯>

K ′
A

÷
K ′′

A
B í�ïzî ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz²�33ì�°�í�7(òeñ¯®vñzø(ò�õ47!6Eîmøuð4z²'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òw÷�3 ;33ìwô¯2u÷46uð4z²¦òeñ¯®��ôv÷uø¦ù·ñ}í

XA
ò�÷uðjí�÷uïv÷jí�7jî õ�>vð4h3&÷*2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú�3&÷µ33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

π′A(a) = Ca
Ap

′
A(a)

÷
π′′

A(a) = Ca
Ap

′′
A(a)

òeñvñvôvïmìwôvòeôvïmì}ðuð·ñ�¶'@�ñzöSí�î�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3$î ú�2Eî�5�;
ð·ñzòeô¯>

K−
A = K ′

A \K ′′
AB ówômñµò�õ47!6Eîmøuð·ñvìÁ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñµòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²�òeñ¯®��ôv÷uø³/q1^ñvômñ�2·ñvì�ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòTú

ù·ñ}í
XA

33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3&÷�ïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeô}ú�3&÷µù·ñ'9 ñ�2�3º7�õEì

p−A(a) =
∑

a≤a′

Ca′−a
A−a p

′
A(a′) p′′a′(a′ − a), (−)

1^ñvômñ�2�7!8 33ñ�°.ð·ñ¦ï¯ºïmì}òeôv÷.÷�5�9 ∩ =&÷Q9 c =C/zù·ñmõ�>"5�7vúEò�>"òeñvñvôvð·ñ�¸�ì}ðu÷oú�3&÷�í±ì�¡ñ�2uö�îmðEî!/
ôRî.1Ã1oî.1

K−
A = K ′

A \K ′′
A = K ′

A ∩
(
K ′′

A

)c ¶
 !��
qý��������.ý ¶$¥&ò�õ±÷

K ′
A

÷
K ′′

A
B ò�õ47!6Eîmøuð4�ì(3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² p;Mòeñ¯®�z;ôv÷uø³/jð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz².ï�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷³/zômñ¦ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3$î ú.òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46·ì}ò�1jî úÁ2Eî�5�ð·ñzòeô¯>

K−
A = K ′

A \K ′′
A (−2)

B ówômñ7ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì=3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ7òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²
q
;Mòeñ¯®��ôv÷uø³/±ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz²µï.òeñzïmñ";

1�7·ùuð·ñzòeôv÷³/±öSí±ì
q = p(1 − p)

¶
+�ì}øuòeôvïv÷·ômìeõ�>vð·ñ�/Eù·ñzò�1^ñmõ�>¯1�7ï(ówômñ|3 ò�õ47!6EîRì

p′A(a′) = pa′

(1 − p)A−a′

, p′′a′(a′ − a) = pa′−a(1 − p)a,
ômñ+÷�5�9 − =�ù·ñmõ47!6EîRì�3

p−A(a) = (p(1 − p))a (1 − p(1 − p))A−a .
ë�ñ�2Eîmïmì}ðuòeôvïzî

p−A(a) = qa(1 − q)A−a = (p(1 − p))a (1 − p(1 − p))A−a , a = 0, . . . , A, (−2)
ñ.5�ðEî�6Eî.8 ô�/ø6·ômñ

K−
A
B ò�õ47!6Eîmøuð·ñvì'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñµòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²

q
;aòeñ¯®�©ôz÷uø³/Að·ì�5 î�;

ïv÷uòw÷�3uz²�ï�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷³/EöSí±ì
q = p(1 − p)

¶
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f�ø·÷Oø¢¡ £¤������������! <�&ý�����Z2��"Tc�[þ'ý�����ý
	��; <�������$#U�z�[þ�O\�&ý����}ý�������������! "���$#Qý�þ�ÿ��¦¥

�����
»a7^òeô¯>

K ′
A

÷
K ′′

A
B í�ïzî ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz²�33ì�°�í�7(òeñ¯®vñzø(ò�õ47!6Eîmøuð4z²'3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òw÷�3 ;33ìwô¯2u÷46uð4z²¦òeñ¯®��ôv÷uø¦ù·ñ}í

XA
ò�÷uðjí�÷uïv÷jí�7jî õ�>vð4h3&÷*2Eîmòwù42·ì�í±ìeõEì}ðu÷oú�3&÷µ33ñ�´¦ð·ñzòeôv÷

π′A(a) = Ca
Ap

′
A(a)

÷
π′′

A(a) = Ca
Ap

′′
A(a)

òeñvñvôvïmìwôvòeôvïmì}ðuð·ñ�¶*@ ñzöSí�î7÷<²¨ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3$î ú
òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46·ì}ò�1oî úÃ2Eî�5�ð·ñzòeô¯>

K4
A = K ′

A4K ′′
A

B ówômñµò�õ47!6Eîmøuð·ñvìÁ3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñµòw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z²¸òeñ¯®��ôv÷uø³/ø1^ñvômñ�2·ñvì.ñzù42·ì�í±ìeõuúuìwôvòSú
ù·ñ}í

XA
33ñ�´¦ð·ñzòeôvð4h3&÷µïmì�2·ñ�úuôvð·ñzòeôwú�3&÷

p4A (a) =
∑

b≤a

∑

b′≤A−a

Cb
aC

b′

A−a p
′
A(a− b+ b′) p′′A(b+ b′). (4)

6 ò}î¯33ñ|3¸í±ìeõEì�/

p4A (a) = P(K ′
A4K ′′

A = Ya) =
∑

X ′4X ′′=Ya

P(K ′
A = X ′)P(K ′′

A = X ′′).

@3î.1�1jî.1�2Eîmïmì}ðuòeôvïmñ
X ′4X ′′ = Ya

ó�1uïv÷uïzî õEì}ð·ôvð·ñ¨ômñ|3º7|/ö6·ômñ
X ′′ = X ′4Ya

/�ômñ
òwðEî�6Eî õ�î(ù·ñmõ47!6u÷�3

p4A (a) =
∑

X ′⊆XA

P(K ′
A = X ′)P(K ′′

A = X ′4Ya).

»�ñvômñ|3�5 î¯33ìwôv÷�3t/�6·ômñ(íEõuúõ�8�®vñzöeñ
X ′ ⊆ XA

X ′4Ya = X ′ \ Ya + Ya \X ′

B 3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïmñ
X ′4Ya

òeñzòeômñz÷·ô.÷�5�í�ï"7|²�ð·ì}ù·ì�2·ì}òeì�1oî.8a´¦÷<²jòTúù·ñ}í
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvï4/Eñwí�ð·ñ
÷�5Â1zñvôvñ�24©²µòeñwí±ì�2�°.÷·ôvòTú�ï

X ′ /uî"í?2�7·öeñvì B ï
Ya
¶�ÀO®vñ.5�ðEî�6u÷�3

b = |Ya \X ′|, b′ =
|X ′ \ Ya|

¶�@�ñzöSí�î
|X ′4Ya| = b+ b′

÷Äõ�8�®vñ|3º7
X ′ ⊆ XA

òeñvñvôvïmìwôvòeôvï"7zìwô ì�í�÷uðuòeôvïmì}ðuðEî ú ùEî.2Eî
(b, b′)

¶¼»�ñvówômñ|3º7Äò�743 ;
3&÷42·ñzïzîmðu÷·ìÐù·ñ�ïvòeì�3 ù·ñwí
3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî¯3

X ′ ⊆ XA
33ñ�°.ð·ñ�5 î¯33ì}ðu÷·ô¯> ðEî¶í�ïmñzøuð·ñvì

ò�743¼3&÷42·ñzïzîmðu÷·ì�ù·ñ
b
÷
b′
/�1zñvôvñ�24©ì¦ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�33ñ¦í?2�7·ö�ñvô�í?2�7·ö�î'33ì}ðoú�8 ôvòSúÐï�ù42·ì�;

í±ìeõ�î�² Û 0 ≤ b ≤ a, 0 ≤ b′ ≤ a′
¶øÀ�ôvò�8¬í�î!/Aî.ôRî.1�°¦ì�÷�5(ômñzöeñ�/x6·ômñ

a′ = a − b + b′÷

P(K ′
A = X ′) = p′A(a− b+ b′), P(K ′′

A = X ′4Ya) = p′′A(b+ b′),
ò�õEì�í�7zìwô�9 ñ�2�3º7 õ�î,9 4 =C¶



�q�0�<��ãeä��	å æ�æ�æ

 !��
qý��������.ý ¶$¥&ò�õ±÷
K ′

A

÷
K ′′

A
B ò�õ47!6Eîmøuð4�ì(3&ð·ñ�°¦ì}òeôvïzî�òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46uð4z² p;Mòeñ¯®�z;ôv÷uø³/ ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3uz² ï�òeñzïmñ�1�7·ùuð·ñzòeôv÷³/?ômñÐ÷<²�ð·ì�5 îmïv÷uòw÷�3$î ú òw÷�3¼33ìwô¯2u÷46·ì}ò�1oî ú�2Eî�5�;

ð·ñzòeô¯>
K42

A = K ′
A4K ′′

A (42)
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